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08 LE LEMME FONDAMENTAL POUR LESALGE`BRES DE LIE
par
Ngoˆ Bao Chaˆu
Introduction
Dans cet article, nous proposons une de´monstration pour des conjec-
tures de Langlands, Shelstad et Waldspurger plus connues sous le nom
de lemme fondamental pour les alge`bres de Lie et lemme fondamental
non standard. On se reporte a` 1.11.1 et a` 1.12.7 pour plus de pre´cisions
dans les e´nonce´s suivants.
The´ore`me 1. — Soient k un corps fini a` q e´le´ments, O un anneau de
valuation discre`te complet de corps re´siduel k et F son corps des frac-
tions. Soit G un sche´ma en groupes re´ductifs au-dessus de O dont l’ordre
du groupe de Weyl n’est pas divisible par la caracte´ristique de k. Soient
(κ, ρκ) une donne´e endoscopique de G au-dessus de O et H le sche´ma en
groupes endoscopiques associe´.
On a l’e´galite´ entre la κ-inte´grale orbitale et l’inte´grale orbitale stable
∆G(a)O
κ
a(1g, dt) = ∆H(aH)SOaH (1h, dt)
associe´es aux classes de conjugaison stable semi-simples re´gulie`res a et
ah de g(F ) et h(F ) qui se correspondent, aux fonctions caracte´ristiques
1g et 1h des compacts g(O) et h(O) dans g(F ) et h(F ) et ou` on a note´
∆G(a) = q
−val(DG(a))/2 et ∆H(aH) = q
−val(DH (aH ))/2
DG et DH e´tant les fonctions discriminant de G et de H.
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The´ore`me 2. — Soient G1, G2 deux sche´mas en groupes re´ductifs sur
O ayant des donne´es radicielles isoge`nes dont l’ordre du groupe de Weyl
n’est pas divisible par la caracte´ristique de k. Alors, on a l’e´galite´ suivante
entre les inte´grales orbitales stables
SOa1(1g1 , dt) = SOa2(1g2, dt)
associe´es aux classes de conjugaison stable semi-simples re´gulie`res a1
et a2 de g1(F ) et g2(F ) qui se correspondent et aux fonctions ca-
racte´ristiques 1g1 et 1g2 des compacts g1(O) et g2(O) dans g1(F ) et
g2(F ).
Nous de´montrons ces the´ore`mes dans le cas d’e´gale caracte´ristique.
D’apre`s Waldspurger, le cas d’ine´gales caracte´ristiques s’en de´duit cf.
[78].
Les applications principales du lemme fondamental se trouvent dans
la re´alisation de certains cas particuliers du principe de fonctorialite´ de
Langlands via la comparaison de formules des traces et dans la construc-
tion de repre´sentations galoisiennes attache´es aux formes automorphes
par le biais du calcul de cohomologie des varie´te´s de Shimura. On se
re´fe`re aux travaux d’Arthur [2] pour les applications a` la comparaison
de formules des traces et a` l’article de Kottwitz [42] ainsi qu’au livre en
pre´paration e´dite´ par Harris pour les applications aux varie´te´s de Shi-
mura.
Cas connus et re´ductions. — Le lemme fondamental a e´te´ e´tabli dans
un grand nombre de cas particuliers. Son analogue archime´dien a e´te´
entie`rement re´solu par Shelstad dans [67]. Ce cas a incite´ Langlands et
Shelstad a` formuler leur conjecture pour un corps non-archime´dien. Le
cas du groupe SL(2) a e´te´ traite´ par Labesse et Langlands dans [46].
Le cas du groupe unitaire a` trois variables a e´te´ re´solu par Rogawski
dans [62]. Les cas assimile´s aux Sp(4) et GL(4) tordu ont e´te´ re´solus par
Hales, Schro¨der et Weissauer par des calculs explicites cf. [30], [64] et
[81]. Re´cemment, Whitehouse a poursuivi ces calculs pour de´montrer le
lemme fondamental ponde´re´ tordu dans ce cas cf. [80].
Le lemme fondamental pour le changement de base stable a e´te´ e´tabli
par Clozel [12] et Labesse [45] a` partir du cas de l’unite´ de l’alge`bre de
Hecke de´montre´ par Kottwitz [40]. Auparavant, le cas GL(2) a e´te´ e´tabli
par Langlands [47] et le cas GL(3) par Kottwitz [36].
Un autre cas important est le cas SL(n) re´solu par Waldspurger dans
[75]. Le cas SL(3) avec un tore elliptique a e´te´ e´tabli auparavant par
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Kottwitz cf. [37] et le cas SL(n) avec un tore elliptique par Kazhdan cf.
[33].
Re´cemment, avec Laumon, nous avons de´montre´ le lemme fondamen-
tal pour les alge`bres de Lie des groupes unitaires dans le cas d’e´gale ca-
racte´ristique. La me´thode que nous utilisons est ge´ome´trique et ne s’ap-
plique qu’aux corps locaux d’e´gale caracte´ristique. Comme nous avons
de´ja` mentionne´, le cas d’ine´gales caracte´ristiques s’en de´duit graˆce aux
travaux de Waldspurger [78]. Le changement de caracte´ristiques a aussi
e´te´ e´tabli par Cluckers et Loeser [13] dans un cadre plus ge´ne´ral mais
moins pre´cis sur la borne de la caracte´ristique re´siduelle en utilisant la
logique.
Dans une se´rie de travaux comprenant notamment [76] et [79], Wald-
spurger a de´montre´ que le lemme fondamental pour les groupes ainsi que
le transfert se de´duit du lemme fondamental ordinaire pour les alge`bres
de Lie. De meˆme, le lemme fondamental tordu se de´duit de la conjonc-
tion du lemme ordinaire pour les alge`bres de Lie et de ce qu’il appelle
le lemme non standard. Dans la suite de cet article, on se restreint au
lemme fondamental ordinaire pour les alge`bres de Lie et sa variante non
standard sur un corps local d’e´gale caracte´ristique.
Approche ge´ome´trique locale. — Kazhdan et Lusztig ont introduit dans
[34] les fibres de Springer affines qui sont des incarnations ge´ome´triques
des inte´grales orbitales. Ce travail fournit des renseignements de base sur
la ge´ome´trie des fibres de Springer affines que nous rappellerons dans le
chapitre 3 du pre´sent article.
Dans l’annexe a` [34], Bernstein et Kazhdan ont construit une fibre
de Springer affine pour le groupe Sp(6) dont le nombre de points n’est
pas un polynoˆme en q. En fait, le motif associe´ a` cette fibre de Springer
affine contient le motif d’une courbe hyperelliptique. Cet exemple sugge`re
qu’il est peu probable qu’on puisse obtenir une formule explicite pour les
inte´grales orbitales.
L’interpre´tation des κ-inte´grales orbitales en termes des quotients des
fibres de Springer affines a e´te´ e´tablie dans l’article de Goresky, Kott-
witz et MacPherson [24]. Ils ont aussi introduit dans [24] l’usage de
la cohomologie e´quivariante dans l’e´tude des fibres de Springer affines.
Cette strate´gie est tre`s adapte´e au cas particulier des e´le´ments qui ap-
partiennent a` un tore non ramifie´ car on dispose dans ce cas d’une action
d’un gros tore sur la fibre de Springer affine n’ayant que des points fixes
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isole´s. Ils ont aussi de´couvert une relation remarquable entre la cohomo-
logie e´quivariante d’une fibre de Springer affine pour G et la fibre cor-
respondante pour le groupe endoscopique H dans ce cadre non ramifie´.
Cette relation de´pend en plus d’une conjecture de purete´ de la cohomo-
logie de ces fibres de Springer affines. Cette conjecture a e´te´ ve´rifie´e pour
les e´le´ments ayant des valuations radicielles e´gales dans [25].
Dans [50] et [51], Laumon a introduit une me´thode de de´formation des
fibres de Springer dans le cas des groupes unitaires fonde´e sur la the´orie
des de´formation des courbes planes. Sa strate´gie consiste a` introduire une
courbe plane de genre ge´ome´trique nul ayant une singularite´ prescrite par
la situation locale et ensuite a` de´former cette courbe plane. Il a aussi re-
marque´ que dans le cas unitaire, il existe un tore de dimension un agissant
sur les fibres de Springer affine de U(n) associe´es a` une classe stable pro-
venant de U(n1) × U(n2) dont la varie´te´ des points fixes est la fibre de
Springer affine correspondant de U(n1) × U(n2). En calculant la coho-
mologie e´quivariante en famille, il a pu de´montrer le lemme fondamental
dans le cas unitaire mais pour les e´le´ments e´ventuellement ramifie´s. Sa
de´monstration de´pend de nouveau de la conjecture de purete´ des fibres
de Springer affines formule´e par Goresky, Kottwitz et MacPherson.
Cette conjecture de purete´ m’avait semble´ l’obstacle principal de l’ap-
proche ge´ome´trique locale. Elle joue un roˆle essentiel pour faire de´ge´ne´rer
certaines suites spectrales et permet d’appliquer le the´ore`me de localisa-
tion d’Atiyah-Borel-Segal.
Il existe en fait un autre obstacle au moins aussi se´rieux a` l’usage de
la cohomologie e´quivariante pour les fibres de Springer affines ge´ne´rales.
Pour des e´le´ments tre`s ramifie´s des groupes autres qu’unitaires, il n’y a
pas d’action torique sur la fibre de Springer affine correspondante. Dans
ce cas, meˆme si on dispose de la conjecture de purete´, il n’est pas clair
que les strate´gies de [24] et [51] peuvent s’appliquer.
Approche ge´ome´trique globale. — Dans [32], Hitchin a de´montre´ que le
fibre´ cotangent de l’espace de module des fibre´s stables sur une surface de
Riemann compacte est un syste`me hamiltonien comple`tement inte´grable.
Pour cela, il interpre`te ce fibre´ cotangent comme l’espace de module
des fibre´s principaux munis d’un champ de Higgs. Les hamiltoniens sont
alors donne´s par les coefficients du polynoˆme caracte´ristique du champ
de Higgs. Il de´finit ainsi la fameuse fibration de Hitchin f : M→ A ou`M
est le fibre´ cotangent ci-dessus, ou` A est l’espace affine classifiant les po-
lynoˆmes caracte´ristiques a` coefficients dans l’espace des sections globales
LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGE`BRES DE LIE 5
de puissances convenables du fibre´ canonique de X et ou` f est un mor-
phisme dont la fibre ge´ne´rique est essentiellement une varie´te´ abe´lienne.
De notre point de vue, les fibre´s de Hitchin sont des analogues globaux
des fibres de Springer affines. Il est par ailleurs important dans notre
approche de prendre les fibre´s de Higgs non a` valeurs dans le fibre´ ca-
nonique mais a` valeur dans un fibre´ inversible arbitraire de degre´ assez
grand. Dans cette ge´ne´ralite´, l’espace de module des fibre´s de Higgs M
n’est plus muni d’une forme symplectique mais dispose toujours d’une
fibration de Hitchin f : M→ A.
Nous avons observe´ dans [55] qu’un comptage formel de points de M
a` coefficients dans un corps fini donne une expression quasiment iden-
tique au coˆte´ ge´ome´trique de la formule des traces pour l’alge`bre de Lie.
Nous nous sommes propose´ dans [55] d’interpre´ter le processus de sta-
bilisation de la formule des traces de Langlands et Kottwitz en terme
de cohomologie ℓ-adique de la fibration de Hitchin. Cette interpre´tation
conduit a` une formulation d’une variante globale du lemme fondamental
en termes de cohomologie ℓ-adique de la fibration de Hitchin cf. [14] et
[56]. L’interpre´tation ge´ome´trique du processus de stabilisation avec la
fibration de Hitchin ainsi que la formulation de cette variante globale
du lemme fondamental est plus complexe que l’analogue local avec les
fibres de Springer affines. En contrepartie, on dispose d’une ge´ome´trie
plus riche.
L’interpre´tation ge´ome´trique du processus de stabilisation est fonde´e
sur l’action d’un champ de Picard P→ A sur M qui est en quelque sorte
le champ des syme´tries naturelles de la fibration de Hitchin. Le comptage
de points avec l’aide de P fait dans le paragraphe 9 de [55] est repris de
fac¸on plus syste´matique dans le dernier chapitre 8 du pre´sent article. La
construction de P est fonde´e sur celle du centralisateur re´gulier que nous
rappelons dans le chapitre 2. L’observation qui joue un roˆle cle´ dans le
comptage est que pour tout a ∈M(k), le quotient [Ma/Pa] s’exprime en
un produit de quotients locaux des fibres de Springer affines Mv(a) par
leurs groupes de syme´tries naturelles Pv(Ja) cf. 4.13.1 et [55, 4.6]. Cette
formule de produit apparaˆıt en filigrane tout le long de l’article.
Le champ alge´brique M n’est pas de type fini. Il existe ne´anmoins
un ouvert anisotrope Aani de A, construit dans le chapitre 6, au-dessus
duquel f ani : Mani → Aani est un morphisme propre. On sait par ailleurs
que Mani est lisse sur le corps de base k. D’apre`s Deligne [16], l’image
directe de´rive´e f ani∗ Qℓ est un complexe pur c’est-a`-dire que les faisceaux
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pervers de cohomologie
Kn = pHn(f ani∗ Qℓ)
sont des faisceaux pervers purs. D’apre`s le the´ore`me de de´composition,
ceux-ci deviennent semi-simples apre`s le changement de base a` Aani⊗k k¯.
En vue de de´montrer le lemme fondamental, il est essentiel de comprendre
les facteurs ge´ome´triquement simples dans cette de´composition.
L’action de P sur M induit une action de Pani sur les faisceaux pervers
Kn. Ceci permet de de´composer Kn en une somme directe
Kn =
⊕
[κ]
Kn[κ]
ou` [κ] parcourt l’ensemble des classes de conjugaison semi-simples dans le
groupe dual Gˆ et seul un nombre fini de [κ] contribue un facteur Kn[κ] non
nul. On note Knst le facteur direct correspondant a` κ = 1. L’apparition du
groupe dual ici re´sulte du calcul du faisceau des composantes connexes
des fibres de P a` la Tate-Nakayama qui a e´te´ entame´e dans [55, 6] et est
comple´te´e dans les paragraphes 4.10 et 5.7 du pre´sent article. Dans [55] et
[56], nous avons montre´ que cette de´composition correspond exactement
a` la de´composition endoscopique du coˆte´ ge´ome´trique de la formule des
traces qui a e´te´ e´tablie par Langlands et Kottwitz cf. [48] et [41].
Fixons un e´le´ment κ dans la classe de conjugaison [κ]. Il n’y a qu’un
nombre fini de groupes endoscopiques non ramifie´s H associe´s a` κ. Si H
est l’un de ceux-ci, on a un morphisme AH → A qui au-dessus de A
ani
est un morphisme fini non ramifie´ cf. [55, 7.2]. En gros, l’interpre´tation
ge´ome´trique de la variante globale du lemme fondamental consiste en
la comparaison entre le facteur Kn[κ] et le facteur stable K
n
H,st dans la
de´composition de la cohomologie de la fibration de Hitchin des groupes
endoscopiques H associe´s a` κ. On se reporte a` 6.4.3 pour un e´nonce´ pre´cis
de la stabilisation ge´ome´trique. Le lemme fondamental de Langlands-
Shelstad est une conse´quence de 6.4.3.
Dans [55], on a de´montre´ que Kn[κ] est supporte´ par la re´union des
images des morphismes AH → A. Comme on a vu dans [55] et [52], cet
e´nonce´ peut remplacer la conjecture de purete´ de Goresky, Kottwitz et
MacPherson dans le contexte de la fibration de Hitchin. Par ailleurs, il
est tre`s tentant de conjecturer que tous les facteurs simples de Kn[κ] ont
comme support l’image de l’un des morphismes AH → A. Remarquons
que le the´ore`me de stabilisation ge´ome´trique se de´duit de cette conjecture
du support car en effet il n’est pas difficile de l’e´tablir sur un ouvert
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dense de AH . Sur un ouvert assez petit, on peut utiliser un calcul de
cohomologie e´quivariante comme dans [52] ou un comptage de points
comme dans cet article pour e´tablir la stabilisation.
Dans le cas unitaire, Laumon et moi avons utilise´ la suite exacte
d’Atiyah-Borel-Segal en cohomologie e´quivariante pour de´montrer
une variante ad hoc de l’e´nonce´ de support ci-dessus. Mes tentatives
ulte´rieures de ge´ne´raliser cette me´thode e´quivariante a` d’autres groupes
se sont heurte´es a` l’absence de l’action torique dans certaines fibres de
Hitchin associe´es aux e´le´ments tre`s ramifie´s.
Dans ce travail, on de´montre pour tous les groupes une forme faible
de la conjecture du support 7.6.6. En fait, on de´montre un the´ore`me
de support ge´ne´ral 7.1.13 qui implique dans la situation particulie`re de
la fibration de Hitchin l’e´nonce´ 7.6.6. Pour de´montrer la conjecture de
support dans la forme forte, il reste a` ve´rifier une condition de δ-re´gularite´
7.1.3. Pour la fibration de Hitchin, cette δ-re´gularite´ a e´te´ ve´rifie´e en
caracte´ristique ze´ro mais pas en caracte´ristique p. En caracte´ristique p,
on de´montre un e´nonce´ plus faible 5.4.2 qui suffit ne´anmoins pour de´duire
le lemme fondamental de 7.6.6. En renversant l’argument local-global, le
lemme fondamental implique le the´ore`me de stabilisation ge´ome´trique
6.4.3.
Passons maintenant en revue l’organisation de l’article. Le premier cha-
pitre contient l’e´nonce´ du lemme fondamental pour les alge`bres de Lie
ainsi que sa variante non standard. Le coeur de l’article est l’avant-dernier
chapitre 7 ou` on de´montre le the´ore`me du support. Le dernier chapitre
8 contient l’argument de comptage qui permet de de´duire le lemme fon-
damental a` partir du the´ore`me du support. Les autres chapitres sont de
nature pre´paratoire. Le chapitre 3 contient une e´tude de la ge´ome´trie des
fibres de Springer affines. Le chapitre suivant 4 contient une e´tude pa-
ralle`le de la ge´ome´trie de la fibreation de Hitchin. Notre outil favori dans
ces e´tudes est l’action des syme´tries naturelles fonde´e sur la construction
du centralisateur re´gulier rappele´e dans le chapitre 2. Dans le chapitre 5,
on de´finit diverses stratifications de la base de Hitchin. Dans le chapitre
suivant 6, on de´finit l’ouvert anisotrope de la base de Hitchin au-dessus
du quel la fibration a toutes les bonnes proprie´te´s pour qu’on puisse for-
muler le the´ore`me de stabilisation ge´ome´trique 6.4.3 qui sera de´montre´
dans les deux derniers chapitres 7 et 8. Dans l’appendice A, nous rappe-
lons l’argument de comptage de dimension et dualite´ de Poincare´ du a`
Goresky et MacPherson. Cet argument est utilise´ dans la de´monstration
du the´ore`me du support. Une table des matie`res de´taille´e est inse´re´e a`
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la fin de l’article. Le lecteur pourra trouver au de´but de chaque chapitre
un re´sume´ de son contenu et des notations utilise´es.
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1. Conjectures de Langlands-Shelstad et Waldspurger
Dans ce chapitre, on rappelle l’e´nonce´ du lemme fondamental pour les
alge`bres de Lie conjecture´ par Langlands et Shelstad cf. 1.11.1 ainsi que
la variante non standard conjecture´e par Waldspurger cf. 1.12.7. Dans le
dernier paragraphe de ce chapitre, nous rappelons ou` intervient le lemme
fondamental de Langlands-Shelstad dans le processus de stabilisation du
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coˆte´ ge´ome´trique la formule des traces. Notre e´tude de la fibration de
Hitchin qui sera faite ulte´rieurement dans cet article est directement ins-
pire´ de ce processus de stabilisation. Nous nous efforc¸ons de maintenir
l’exposition de ce chapitre dans un langage aussi e´le´mentaire que possible.
1.1. Morphisme de Chevalley. — Soient k un corps et G un groupe
re´ductif lisse connexe et de´ploye´ sur k. On fixera un tore maximal de´ploye´
T et un sous-groupe de Borel B contenant T. Soient NG(T) le normali-
sateur de T et W = NG(T)/T le groupe de Weyl. On supposera que la
caracte´ristique du corps k ne divise pas l’ordre du groupe de Weyl. On
notera g l’alge`bre de Lie de G et k[g] l’alge`bre des fonctions re´gulie`res
sur g. De meˆme, on notera t = Spec(k[t]) l’alge`bre de Lie de T. Soit r
le rang de G, qui par de´finition est la dimension du tore maximal T.
Le groupeG agit sur son alge`bre de Lie par l’action adjointe. L’alge`bre
des fonctions G-invariantes sur g s’identifie par la restriction de g a` t a`
l’alge`bre des fonctions W-invariantes sur t. De plus, d’apre`s Shephard,
Todd [68] et Chevalley [11] celle-ci est une alge`bre de polynoˆmes cf. [10,
5.5].
The´ore`me 1.1.1. — Par restriction de g a` t, on a un isomorphisme
d’alge`bres k[g]G = k[t]W. De plus, il existe des fonctions homoge`nes
a1, . . . , ar ∈ k[g] de degre´s e1, . . . , er telles que k[g]
G soit l’alge`bre des
polynoˆmes de variables a1, . . . , ar.
Les entiers e1, . . . , er range´s dans l’ordre croissants sont canonique-
ment de´finis. De plus, les entiers e1 − 1, . . . , er − 1 sont des exposants
du syste`me de racines d’apre`s Kostant [35]. Pour les groupes classiques,
il est possible de construire explicitement des polynoˆmes invariants ai a`
l’aide de l’alge`bre line´aire cf. [32] et [57].
On notera  = Spec(k[t]W) = Spec(k[g]G). D’apre`s le the´ore`me ci-
dessus, c’est un espace affine sur le corps k de dimension r et de coor-
donne´es a1, . . . , ar. Il est de plus muni d’une action de Gm donne´e par
t(a1, . . . , ar) = (t
e1a1, . . . , t
erar)
qu’on appellera l’action par les exposants.
L’inclusion k[t]W ⊂ k[t] de´finit un morphisme π : t → . C’est un
morphisme fini et plat qui re´alise  comme le quotient au sens des inva-
riants de t par l’action de W. De plus, il existe un ouvert non vide rs
de  au-dessus duquel π est un morphisme fini e´tale galoisien de groupe
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de Galois W. Ce morphisme est compatible avec l’action de Gm par
homothe´tie sur t et l’action de Gm sur  par les exposants.
On notera χ : g →  le morphisme caracte´ristique de Chevalley qui
se de´duit de l’inclusion d’alge`bres k[g]G ⊂ k[g]. Ce morphisme est com-
patible avec l’action de Gm par homothe´tie sur g et l’action de Gm sur
 par les exposants. Par analogie avec le cas des matrices, on appel-
lera χ(x) le polynoˆme caracte´ristique de x et  l’espace des polynoˆmes
caracte´ristiques.
En plus de la proprie´te´ de Gm-e´quivariance, χ est G-invariant par
construction. Ceci donne naissance a` des morphismes entre champs alge´-
briques
[χ] : [g/G]→  et [χ/Gm] : [g/G×Gm]→ [/Gm].
Pour tout x ∈ g, notons Ix son centralisateur. Quand x varie, les
groupes Ix s’organisent en un sche´ma en groupes I au-dessus de g. Pour
le point ge´ne´rique x de g, dim(Ix) = r de sorte que les points x ∈ g
tels que dim(Ix) = r forment un ouvert de g en vertu du the´ore`me de
semi-continuite´ de la dimension des fibres. On notera greg cet ouvert.
Rappelons le re´sultat suivant du a` Kostant cf. [35].
Lemme 1.1.2. — La restriction de χ a` greg est un morphisme lisse.
Ses fibres ge´ome´triques sont des espaces homoge`nes sous l’action de G.
Puisque greg est lisse sur k, la lissite´ de la restriction de χ a` greg est
e´quivalente a` l’existence des sections locales de χ passant par n’importe
quel point de greg. En fait, Kostant a construit une section globale qu’on
va maintenant rappeler.
1.2. Section de Kostant. — Fixons un e´pinglage de G qui consiste
en le choix d’un tore maximal de´ploye´ T, d’un sous-groupe de Borel
B contenant T de radical unipotent U et d’un vecteur x+ ∈ Lie(U)
de la forme x+ =
∑
α∈∆ xα ou` ∆ est l’ensemble des racines simples et
ou` xα est un vecteur non nul du sous-espace propre Lie(U)α de Lie(U)
correspondant a` la valeur propre α pour l’action de T.
Il existe alors un unique sl2-triplet (h,x+,x−) dans g avec l’e´le´ment
semi-simple h ∈ t ∩ Lie(Gder). Rappelons l’e´nonce´ suivant du a` Kostant
[35, the´ore`me 0.10].
Lemme 1.2.1. — Soit gx+ le centralisateur de x+ dans g. La restric-
tion du morphisme caracte´ristique χ : g →  au sous-espace affine
x− + g
x+ du vectoriel g est un isomorphisme.
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L’inverse de cet isomorphisme
(1.2.2) ǫ : → x− + g
x+ →֒ g
de´finit une section du morphisme de Chevalley χ : g →  appele´e la
section de Kostant. En fait, Kostant a construit toute une famille de
sections du morphisme de Chevalley. Pour les groupes classiques, il est
e´galement possible de construire des sections explicites  → g a` l’aide
de l’alge`bre line´aire sans utiliser l’e´pinglage cf. [57]. Ces sections, qui
ge´ne´ralisent la matrice compagnon dans le cas line´aire, sont probablement
plus adapte´es aux calculs explicites des fibres de Springer affines et des
fibres de Hitchin.
1.3. Torsion exte´rieure. — Pour les applications arithme´tiques, il est
ne´cessaire de conside´rer les formes quasi-de´ploye´es du groupe G. Fixons
un e´pinglage (T,B,x+) de G comme dans 1.2. Notons Out(G) le groupe
des automorphismes deG qui fixent cet e´pinglage. C’est un groupe discret
qui peut eˆtre e´ventuellement infini. Il agit sur l’ensemble des racines Φ
en laissant stable le sous-ensemble des racines simples. Il agit aussi sur le
groupe de WeylW de fac¸on compatible c’est-a`-dire qu’on a une action du
produit semi-direct W⋊Out(G) sur T et sur l’ensemble Φ des racines.
De´finition 1.3.1. — Une forme quasi-de´ploye´e de G sur un k-sche´ma
X est la donne´e d’un Out(G)-torseur ρG sur X muni de la topologie
e´tale.
1.3.2. — La donne´e de ρG permet de tordre G pour obtenir un X-
sche´ma en groupes re´ductif lisse G = ρG ∧
Out(G)
G qui est muni d’un
e´pinglage de´fini sur X , c’est-a`-dire un triplet (T,B,x+), ou` B est un
sous-sche´ma en groupes ferme´ de G lisse au-dessus de X , T est un sous-
tore de B et x+ est une section globale de Lie(B), tel que fibre par
fibre (T,B,x+) est isomorphe a` l’e´pinglage (T,B,x+). Inversement tout
X-sche´ma en groupes lisse re´ductif muni d’un e´pinglage (T,B,x+) et
localement isomorphe a` G pour la topologie e´tale de´finit un torseur sous
le groupe Out(G). Nous nous permettrons l’abus de langage qui consiste
a` dire que G est une forme quasi-de´ploye´e en oubliant l’e´pinglage attache´.
1.3.3. — Soient ρG un Out(G)-torseur sur X et G la forme quasi-
de´ploye´e attache´e avec l’e´pinglage (T,B,x+). Les structures discute´es
dans les deux paragraphes pre´ce´dents se transportent sur la forme quasi-
de´ploye´e. Soient g = Lie(G) et t = Lie(T ). L’action de W⋊Out(G) sur
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t induit une action de Out(G) sur  = t/W. On de´finit donc l’espace
des polynoˆmes caracte´ristiques de g = Lie(G) comme le X-sche´ma
c = ρG ∧
Out(G)
.
Il est muni d’un morphisme
χ : g→ c
qui se de´duit du morphisme de Chevalley χ : g → . Comme Out(G)
fixe le sl2-triplet (h,x+,x−), la section de Kostant ǫ : → g est Out(G)-
e´quivariant. Par torsion, on obtient un X-morphisme
(1.3.4) ǫ : c→ g
section du morphisme de Chevalley χ : g → c qu’on appellera aussi
section de Kostant. On a par ailleurs un morphisme fini plat
π : t→ c
qui se de´duit de π : t→ . Le X-sche´ma en groupes fini e´tale
W = ρG ∧
Out(G)
W
agit sur t. Comme  est le quotient de t par W au sens des invariants,
c est aussi le quotient de t par W au sens des invariants. Au-dessus de
l’ouvert crs = ρG ∧
Out(G)
, le morphisme π : trs → crs est un torseur sous
le sche´ma en groupes fini e´tale W .
1.3.5. — Pour e´tudier les groupes endoscopiques, il est ne´cessaire de
conside´rer les re´ductions du Out(G)-torseur ρG. Une re´duction de ρG est
un torseur ρ : Xρ → X sous un groupe discret Θρ muni d’un homomor-
phisme o
G
: Θρ → Out(G) tel que
(1.3.6) ρ ∧Θρ Out(G) = ρG.
On a alors t = Xρ ∧
Θρ
t et c = Xρ ∧
Θρ
 et un diagramme carte´sien
(1.3.7) Xρ × t

π // Xρ × 

t π
// c
dans lequel les deux fle`ches verticales sont des Θρ-torseurs. Le produit
semi-directW⋊Θρ agit sur Xρ×t et agit librement sur l’ouvert Xρ×t
rs.
La fle`che diagonale dans le diagramme ci-dessus
(1.3.8) πρ : Xρ × t→ c
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est alors un morphisme fini plat W ⋊ Θρ-invariant qui re´alise c comme
le quotient de Xρ × t par W ⋊ Θρ au sens des invariants. Au-dessus
de l’ouvert crs, πρ est un morphisme fini e´tale galoisien de groupe de
GaloisW⋊Θρ. Il est souvent commode dans les calculs de remplacer le
torseur trs → crs sous le sche´ma en groupes fini e´tale W par le torseur
Xρ × t
rs → crs sous le groupe constant W⋊Θρ.
1.3.9. — Il est parfois commode de passer du langage des torseurs au
langage plus concret des repre´sentations du groupe fondamental. Soient
x un point ge´ome´trique de X et π1(X, x) le groupe fondamental de X
pointe´ par x. Soit xOut un point ge´ome´trique de ρG au-dessus de x. La
donne´e de ce point de´finit un homomorphisme
ρ•G : π1(X, x)→ Out(G).
Une re´duction ρ ∧Θρ Out(G) = ρG cf. 1.3.6 pointe´e est la donne´e d’un
point ge´ome´trique xρ de Xρ au-dessus de xOut. Cela revient a` donner un
homomorphisme ρ• : π1(X, x)→ Θρ dans le diagramme commutatif
(1.3.10) π1(X, x)
ρ•G %%L
LL
LL
LL
LL
L
ρ•
// Θρ
oG

Out(G)
ou` o
G
: Θρ → Out(G) est l’homomorphisme de re´duction.
1.4. Centralisateur re´gulier semi-simple. — Notons grs l’image
re´ciproque de l’ouvert crs par le morphisme χ : g → c. Pour tout a ∈
crs(k¯), il est bien connu que la fibre χ−1(a) est forme´e d’une seule orbite
sous l’action adjointe de G. Pour tout γ ∈ grs(k¯), le centralisateur Iγ de
γ est un tore maximal de G⊗k k¯.
1.4.1. — Soient a ∈ crs(k¯) et γ, γ′ ∈ χ−1(a). Il existe alors g ∈ G(k¯) qui
transporte γ sur γ′ c’est-a`-dire tel que ad(g)γ = γ′. L’automorphisme
inte´rieur ad(g) de´finit donc un isomorphisme ad(g) : Iγ
∼
−→ Iγ′ . De plus,
si g et g′ sont deux e´le´ments de G(k¯) qui transportent γ sur γ′, alors g
et g′ diffe`rent par un e´le´ment de Iγ. Comme Iγ est un tore, en particulier
commutatif, les deux isomorphismes
ad(g) et ad(g′) : Iγ
∼
−→ Iγ′
sont les meˆmes. Ceci de´montre que les tores Iγ et Iγ′ sont canoniquement
isomorphes. Ceci de´finit donc un tore qui ne de´pend que de a et qui
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est canoniquement isomorphe a` Iγ pour tout γ ∈ χ
−1(a). Ce tore peut
eˆtre de´crit directement a` partir de a a` coefficients arbitraires de la fac¸on
suivante.
Soient S un X-sche´ma et a ∈ crs(S) un S-point de crs. On appellera
reveˆtement came´ral associe´ a` a le W -torseur πa : S˜a → S obtenu en
formant le diagramme carte´sien
S˜a
πa

// trs
π

S a
// crs
Posons
(1.4.2) Ja = πa ∧
W T.
Ce lemme est un cas particulier probablement bien connu d’un re´sultat
de Donagi et Gaitsgory. On rappellera l’e´nonce´ plus ge´ne´ral dans le pa-
ragraphe 2.4.
Lemme 1.4.3. — Soient S un X-sche´ma et a ∈ crs(S) un S-point de
crs. Soient x un S-point de grs(S) tel que χ(x) = a et Ix l’image re´ciproque
du centralisateur sur g. Alors on a un isomorphisme canonique Ja = Ix.
1.4.4. — Voici une variante de la construction ci-dessus. Conside´rons
une re´duction ρ ∧Θρ Out(G) = ρG du torseur ρG cf. 1.3.6. Reprenons
les notations de cf. 1.3.6. Soit πρ,a : S˜ρ,a → S l’image re´ciproque par
a : S → crs du reveˆtement πρ : Xρ × t → c cf. 1.3.8. Le morphisme
πρ,a : S˜ρ,a → S est alors un torseur sous le groupe W ⋊ Θρ. On a alors
une de´finition e´quivalente de Ja
(1.4.5) Ja = πρ,a ∧
W⋊Θρ
T.
1.5. Classes de conjugaison dans une classe stable. — Dans ce
paragraphe, G sera une forme quasi-de´ploye´e de G sur un corps F conte-
nant k. Nous entendrons par classe de conjugaison stable semi-simple
re´gulie`re de g sur F un e´le´ment a ∈ crs(F ). La de´finition originale de
Langlands des classes de conjugaison stable est plus complique´e mais
une fois restreinte aux e´le´ments semi-simples re´guliers de l’alge`bre de
Lie, elle co¨ıncide avec la noˆtre. Comme nous nous limitons aux classes de
conjugaison stable semi-simples re´gulie`res, dans la suite de l’article, par
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classe de conjugaison stable, nous entendrons semi-simple re´gulie`re sauf
mention expresse du contraire.
1.5.1. — Soit a ∈ crs(F ) une classe de conjugaison stable. Soit γ0 =
ǫ(a) ∈ g(F ) l’image de a par la section de Kostant. Le centralisateur
Iγ0 de γ0 est un tore de´fini sur F canoniquement isomorphe au tore Ja
de´fini dans le paragraphe pre´ce´dent cf. 1.4.3. Soit γ un autre F -point
de χ−1(a). Comme e´le´ments de g(F ), γ0 et γ sont conjugue´s c’est-a`-dire
qu’il existe g ∈ G(F ) tel que γ = ad(g)γ0. Cette identite´ implique que
pour tout σ ∈ Gal(F/F ), g−1σ(g) ∈ Iγ0(F ). L’application σ 7→ g
−1σ(g)
de´finit un e´le´ment
inv(γ0, γ) ∈ H
1(F, Iγ0)
qui ne de´pend que de la classe de G(F )-conjugaison de γ et non du choix
du transporteur g. L’image de cette classe dans H1(F,G) est triviale par
construction. D’apre`s Langlands, l’application γ 7→ inv(γ0, γ) de´finit une
bijection de l’ensemble des classes de G(F )-conjugaison dans l’ensemble
des F -points de χ−1(a) sur la fibre de l’application H1(F, Iγ0)→ H
1(F,G)
au-dessus de l’e´le´ment neutre cf. [48]. Cette fibre sera note´e
ker(H1(F, Iγ0)→ H
1(F,G)).
1.5.2. — Au lieu de g(F ), il est souvent ne´cessaire de conside´rer le
groupo¨ıde [g/G](F ) des couples (E, φ) compose´ d’un G-torseur E sur
F et d’un F -point φ de ad(E) = E ∧G g. Le morphisme de Cheval-
ley de´finit un foncteur [χ] de [g/G](F ) dans l’ensemble c(F ). Soit a ∈
crs(F ). Conside´rons le groupo¨ıde des F -points de [χ]−1(a). Les objets
de [χ]−1(a)(F ) sont localement isomorphes pour la topologie e´tale. Par
ailleurs, on a un point base (E0, γ0) du groupo¨ıde ou` E0 est le G-torseur
trivial et ou` γ0 ∈ g(F ) est l’e´le´ment γ0 = ǫ(a) de´fini par la section de
Kostant. Pour tout F -point (E, φ) de [χ]−1(a), on obtient un invariant
inv((E0, γ0), (E, φ)) ∈ H
1(F, Iγ0).
L’application (E, φ) 7→ inv((E0, γ0), (E, φ)) de´finit une bijection de l’en-
semble des classes d’isomorphisme de [χ]−1(a)(F ) sur H1(F, Iγ0).
Soient (E, φ) un F -point de [χ]−1(a) et inv((E0, γ0), (E, φ)) son inva-
riant. La classe d’isomorphisme de E correspond alors a` l’image de cet
invariant dans H1(F,G) par l’application
H1(F, Iγ0)→ H
1(F,G).
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On retrouve ainsi la bijection mentionne´e plus haut entre les classes de
G(F )-conjugaison dans χ−1(a)(F ) et le sous-ensemble de H1(F, Iγ0) des
e´le´ments d’image triviale dans H1(F,G).
1.6. Dualite´ de Tate-Nakayama. — La discussion du paragraphe
pre´ce´dent prend une forme tre`s explicite dans le cas d’un corps local non-
archime´dien graˆce a` la dualite´ de Tate-Nakayama. Soient Fv un corps lo-
cal non-archime´dien, Ov son anneau des entiers et v la valuation. Soit F
sep
v
une cloˆture se´parable de Fv. Notons Γv le groupe de Galois Gal(F
sep
v /Fv).
Notons X = Spec(Fv) et x le point ge´ome´trique choisi.
1.6.1. — Soit G la forme quasi-de´ploye´e sur Fv de G associe´e a` un
homomorphisme ρ•G : Γv → Out(G). Soit Gˆ le dual complexe de G. Par
de´finition il est muni d’un e´pinglage (Tˆ, Bˆ, ˆx) dont la donne´e radicielle
associe´e s’obtient a` partir de celle de G en e´changeant les racines et
les coracines. En particulier Out(G) = Out(Gˆ). On dispose donc d’une
action ρ•G de Γv sur Gˆ fixant l’e´pinglage.
D’apre`s Kottwitz cf. [38] et [41], on a alors
H1(F,G)∗ = π0((Z
Gˆ
)ρ
•
G(Γv))
ou` (Z
Gˆ
)ρ
•
G(Γv) est le sous-groupe des points fixes dans le centre Z
Gˆ
de Gˆ
sous l’action de ρ•G(Γv). En particulier, H
1(Fv, G)
∗ est un groupe abe´lien
de type fini.
1.6.2. — Mettons-nous dans la situation de 1.3.10. En particulier, on a
un reveˆtement fini e´tale galosien ρ : Xρ → X de groupe de Galois Θρ
avec un point xρ ∈ Xρ au-dessus de x. Pour tout a ∈ c
rs(Fv), on a un
W ⋊ Θρ-torseur πρ,a : X˜ρ,a → X qui provient de 1.3.8. Choisissons un
point xρ,a de X˜ρ,a au-dessus de xρ.
On a alors un homomorphisme π•ρ,a : Γv →W⋊Θρ rendant commutatif
le diagramme
(1.6.3) Γv
ρ•G ##H
HH
HH
HH
HH
H
π•ρ,a
//
W ⋊Θρ

Θρ
Soit γ0 = ǫ(a) la section de Kostant applique´e a` a. D’apre`s le lemme
1.4.3 on a
Iγ0 = Ja = πρ,a ∧
W⋊Θρ
T.
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D’apre`s la dualite´ de Tate et Nakayama locale [41, 1.1], on a alors
(1.6.4) H1(Fv, Ja)
∗ = π0(Tˆ
π•ρ,a(Γv)).
Autrement dit le groupe des caracte`res complexes de H1(Fv, Ja) co¨ıncide
avec le groupe des composantes connexes du groupe des points fixes de
π•ρ,a(Γv) dans Tˆ. Ici Tˆ de´signe le tore complexe dual de T de´fini en
e´changeant le groupe des caracte`res et le groupe des cocaracte`res.
1.6.5. — L’inclusion ι : Tˆ →֒ Gˆ est Γ-e´quivariante modulo conjugai-
son c’est-a`-dire que pour tout t ∈ Tˆ pour tout σ ∈ Γv, ρ
•(σ)(ι(t)) et
ι(π•a(σ)(t)) sont conjugue´s dans Gˆ. On en de´duit l’inclusion
(Z
Gˆ
)ρ
•
G(Γv) ⊂ Tˆπ
•
a(Γv)
qui induit un homomorphisme entre les groupes de composantes connexes
π0((Z
Gˆ
)ρ
•
G(Γv))→ π0(Tˆ
π•a(Γv)).
Par dualite´ on retrouve la fle`che H1(Fv, Iγ0)→ H
1(Fv, G) de´finie dans le
paragraphe pre´ce´dent.
1.7. κ-inte´grales orbitales. — Gardons les notations du paragraphe
pre´ce´dent. Supposons en plus que G soit donne´ comme forme quasi-
de´ploye´e de G sur Ov. Le groupe localement compact G(Fv) est alors
muni d’un sous-groupe ouvert compact maximal G(Ov). Soit dgv la me-
sure de Haar de G(Fv) normalise´e de sorte que G(Ov) soit de volume
un.
Pour a ∈ crs(Fv), donnons-nous une mesure de Haar dtv sur le tore
Ja(Fv). Pour tout γ ∈ g(Fv) avec χ(γ) = a, l’isomorphisme canonique
Ja = Iγ permet de transporter la mesure de Haar dtv de Ja(Fv) en une
mesure de Haar sur Iγ(Fv).
Pour tout γ comme ci-dessus, pour toute fonction localement constante
f a` support compact sur g(Fv), on peut alors de´finir l’inte´grale orbitale
Oγ(f, dtv) =
∫
Iγ(Fv)\G(Fv)
f(ad(gv)
−1γ)
dgv
dtv
.
De´finition 1.7.1. — Soit κ un e´le´ment de Tˆπ
•
a(Γv). Pour toute fonction
f localement constante a` support compact dans g(Fv), on de´finit la κ-
inte´grale orbitale de f sur la classe de conjugaison stable a ∈ c(Fv) par
la formule
Oκa(f, dtv) =
∑
γ
〈inv(γ0, γ), κ〉Oγ(f, dtv)
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ou` γ parcourt l’ensemble des classes de G(Fv)-conjugaison dans la classe
stable de caracte´ristique a, ou` le point base γ0 = ǫ(a) est de´fini par la
section de Kostant et ou` dtv est une mesure de Haar du tore Ja(Fv).
Notons pour me´moire que la de´finition de la κ-inte´grale orbitale de´pend
du choix du point ge´ome´trique xρ,a dans X˜ρ,a sans lequel on ne peut pas
relier le groupe de cohomologie H1(Fv, Ja) avec le tore dual Tˆ et donc
exprimer la dualite´ de Tate-Nakayama sous la forme 1.6.4.
1.8. Groupes endoscopiques. — Par construction, le groupe dual Gˆ
est muni d’un e´pinglage (Tˆ, Bˆ, ˆx+). Soit κ un e´le´ment du tore maximal Tˆ
dans cet e´pinglage. La composante neutre du centralisateur de κ dans Gˆ
est un sous-groupe re´ductif qu’on notera Hˆ. L’e´pinglage de Gˆ induit sur
Hˆ un e´pinglage avec le meˆme tore maximal Tˆ. Soit H le groupe re´ductif
de´ploye´ sur k muni d’un e´pinglage dont le dual complexe est Hˆ muni de
son e´pinglage. On a alors Out(H) = Out(Hˆ).
Conside´rons le centralisateur (Gˆ⋊Out(G))κ de κ dans le produit semi-
direct Gˆ⋊Out(G). On a la suite exacte
1→ Hˆ→ (Gˆ⋊Out(G))κ → π0(κ)→ 1
ou` π0(κ) est le groupe des composantes connexes de (Gˆ⋊Out(G))κ. On
a alors des homomorphismes canoniques
π0(κ)
o
H
(κ)
zztt
tt
tt
tt
t
o
G
(κ)
$$J
JJ
JJ
JJ
JJ
Out(H) Out(G)
De´finition 1.8.1. — Soit G une forme quasi-de´ploye´e de G sur X
donne´e par un Out(G)-torseur ρG. Une donne´e endoscopique de G sur X
est un couple (κ, ρκ) avec κ comme ci-dessus et ou` ρκ est un π0(κ)-torseur
qui induit ρG par le changement de groupes de structure oG(κ).
Le groupe endoscopique associe´ a` la donne´e endoscopique (κ, ρκ) est la
forme quasi-de´ploye´e H sur X de H donne´e par le Out(H)-torseur ρH
obtenu a` partir de ρκ par le changement de groupes de structure oH(κ).
Il y a une variante pointe´e de la notion de donne´e endoscopique qui est
utile. Soit X un sche´ma avec un point ge´ome´trique x. Soit G un groupe
re´ductif connexe X forme quasi-de´ploye´e du groupe constant G de´finie
par un homomorphisme ρ•G : π1(X, x)→ Out(G).
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De´finition 1.8.2. — On appelle donne´e endoscopique pointe´e de G sur
X un couple (κ, ρ•κ) ou` κ ∈ Tˆ et ρ
•
κ est un homomorphisme
ρ•κ : π1(X, x)→ π0(κ)
au-dessus de ρ•G.
Avec une donne´e endoscopique pointe´e, on peut former un diagramme
commutatif
π1(X, x)
ρ•H









ρ•G
:
::
::
::
::
::
::
::
::
:
ρ•κ

π0(κ)
o
H
(κ)yyrrr
rr
rr
rr
r
o
G
(κ) %%L
LL
LL
LL
LL
L
Out(H) Out(G)
Le groupe endoscopique H associe´ a` la donne´e endoscopique pointe´e
(κ, ρ•κ) peut eˆtre alors forme´ a` l’aide de l’homomorphisme ρ
•
H .
1.9. Transfert des classes de conjugaison stable. — Soit (κ, ρκ)
une donne´e endoscopique comme dans 1.8.1. Soit H le groupe endosco-
pique associe´. On va maintenant de´finir le transfert des classes de conju-
gaison stable de H a` G en construisant un morphisme ν : cH → c.
Par construction, on dispose d’une re´duction simultane´e des torseurs
ρG et ρH au torseur
ρκ : Xρκ → X
sous le groupe π0(κ). On peut alors re´aliser c comme le quotient au sens
des invariants de Xρκ × t par l’action deW⋊ π0(κ) cf. 1.3.8. De meˆme,
on peut re´aliser cH comme le quotient au sens des invariants de Xρκ × t
par l’action de W
H
⋊ π0(κ). Pour de´finir le morphisme cH → c il suffit
de de´finir un homomorphisme
W
H
⋊ π0(κ)→W⋊ π0(κ)
compatible avec l’action surXρκ×t ce qui nous conduit au lemme suivant.
Lemme 1.9.1. — Soit W
H
⋊ π0(κ) le produit semi-direct de´fini par
o
H
(κ) : π0(κ) → Out(H). Soit W ⋊ π0(κ) le produit semi-direct de´fini
par o
G
(κ) : π0(κ)→ Out(G). Il existe un homomorphisme canonique
W
H
⋊ π0(κ)→W⋊ π0(κ)
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qui induit l’homomorphisme e´vident sur les sous-groupes normauxW
H
⊂
W, induit l’identite´ sur le quotient π0(κ) et qui est compatible avec les
actions de W
H
⋊ π0(κ) et W⋊ π0(κ) sur t.
De´monstration. — Rappelons que le centralisateur (W⋊Out(G))κ de κ
dans W⋊Out(G) est canoniquement isomorphe au produit semi-direct
W
H
⋊ π0(κ) cf. [55, lemme 10.1]. On en de´duit un homomorphisme θ :
π0(κ)→W⋊Out(G) de sorte qu’on a un homomorphisme de groupes
W
H
⋊ π0(κ)→W ⋊
θ π0(κ)
ou` le second produit semi-direct est forme´ a` l’aide de l’action de π0(κ) sur
W de´finie par l’homomorphisme θ : π0(κ)→W⋊Out(G) et de l’action
deW⋊Out(G) surW. Cet homomorphisme est visiblement compatible
avec les actions sur t.
Il reste a` construire un isomorphisme entre produits semi-directs
W⋊
θ π0(κ)→W⋊ π0(κ)
dont le second est forme´ a` l’aide de l’homomorphisme o
G
(κ) : π0(κ) →
Out(G). Pour tout α ∈ π0(κ), l’e´le´ment θ(α) ∈ W ⋊ Out(G) s’e´crit de
manie`re unique sous la forme θ(α) = w(α)o
G
(α) ou` w(α) ∈ W. Ceci
nous permet de de´finir un homomorphisme
π0(κ)→W ⋊ π0(κ)
par la formule α 7→ w(α)α. Cet homomorphisme induit un isomorphisme
W⋊θ π0(κ)→W ⋊ π0(κ) qui rend le diagramme
W ⋊θ π0(κ)
((PP
PPP
PPP
PPP
P
//
W⋊ π0(κ)
wwnnn
nnn
nn
nn
nn
W ⋊Out(G)
commutatif. En particulier, cet isomorphisme est compatible avec les
actions sur t.
Au-dessus de l’ouvert semi-simple re´gulier crs de c, on a un morphisme
fini et e´tale
νrs : cG−rsH → c
rs
ou` on a note´ cG−rsH l’image re´ciproque de c
rs dans cH . Ce morphisme
re´alise le transfert des classes de conjugaison stable de H qui sont semi-
simples et G-re´gulie`res vers les classes de conjugaison stable de G qui
sont semi-simples re´gulie`res.
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Lemme 1.9.2. — Soient aH ∈ c
G−rs
H (S) un point a` valeur dans un
sche´ma S et a ∈ crs(S) son image. Alors, on a un isomorphisme ca-
nonique entre le tore Ja de´fini par la formule 1.4.2 et le tore JH,aH de´fini
par la meˆme formule applique´e a` H.
De´monstration. — En prenant l’image inverse de 1.3.8 par a, on a un
W ⋊ π0(κ)-torseur πρκ,a sur S. De meˆme, on a un WH ⋊ π0(κ)-torseur
πρκ,aH sur S. Par construction meˆme du morphisme ν : cH → c, on a un
morphisme
πρκ,aH → πρκ,a
compatible aux actions deWH⋊π0(κ) et deW⋊π0(κ). Par conse´quent,
le deuxie`me torseur se de´duit du premier par le changement de groupes
de structure WH ⋊ π0(κ) → W ⋊ π0(κ) cf. 1.9.1. Il suffit maintenant
d’appliquer la formule 1.4.5.
Remarque 1.9.3. — Soit maintenant S = Spec(Fv) ou` Fv est un corps
local comme dans 1.6. En choisissant un F sepv -point xρκ,a dans le torseur
πρκ,aH , on obtient un homomorphisme π
•
ρκ,aH
: Γv →WH ⋊ π0(κ). On a
alors la dualite´ de Tate-Nakayama 1.6.4
H1(Fv, Ja)
∗ = H1(Fv, JH,aH)
∗ = Tˆπ
•
ρκ,aH
(Γv).
Par construction, κ ∈ TˆWH⋊π0(κ) de sorte qu’on peut de´finir la κ-inte´grale
orbitale Oa(f, dtv) suivant 1.7.1.
1.10. Discriminant et re´sultant. — Soit Φ le syste`me de racines
associe´ au groupe de´ploye´ G. Pour toute racine α ∈ Φ, on note dα ∈ k[t]
la de´rive´e du caracte`re α : T→ Gm. Formons le discriminant
D
G
=
∏
α∈Φ
dα ∈ k[t]
qui est clairement un e´le´mentW-invariant de cette alge`bre de polynoˆmes.
Il de´finit donc une fonction sur l’espace des polynoˆmes caracte´ristiques
 = Spec(k[t]W). Soit D
G
le diviseur de  de´fini par cette fonction.
Rappelons l’e´nonce´ bien connu.
Lemme 1.10.1. — Le diviseur D
G
est un diviseur re´duit de  stable
sous l’action de Out(G). L’ouvert comple´mentaire de ce diviseur est l’ou-
vert re´gulier semi-simple rs.
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De´monstration. — L’image inverse de D
G
est le diviseur des hyperplans
de t de´finis par les racines, chaque hyperplan e´tant de multiplicite´ 2 car
α et −α de´finissent le meˆme hyperplan. Le groupeW agit librement sur
le comple´ment de ce diviseur dans t si bien que le morphisme π
t
: t→ 
est e´tale sur cet ouvert et clairement ramifie´ le long de ce diviseur. Par
ailleurs, Out(G) agit sur l’ensemble des racines si bien qu’il laisse stable
ce diviseur.
Il reste a` de´montrer que D
G
est un diviseur re´duit. Puisqu’il s’agit
d’une intersection comple`te, il suffit de montrer qu’un ouvert dense de
D
G
est re´duit. On peut donc oˆter de t les points appartenant a` plus de
deux hyperplans de racines. On se rame`ne alors a` un groupe de rang
semi-simple un ou` l’assertion peut eˆtre ve´rifie´e a` la main.
Soient X un k-sche´ma et G une forme quasi-de´ploye´e de G sur X
donne´e par un Out(G)-torseur ρG. En tordant DG par ρG, on obtient un
diviseur re´duit DG de c dont l’ouvert comple´mentaire est c
rs. Soit (κ, ρκ)
une donne´e endoscopique cf. 1.8.1 de G. On a un diviseur D
H
de 
H
et
par torsion un diviseur DH de cH .
Lemme 1.10.2. — Il existe un unique diviseur effectif RG
H
de 
H
tel
que
ν∗D
G
= D
H
+ 2RG
H
.
De´monstration. — Choisissons un sous-ensemble Ψ ⊂ Φ − Φ
H
tel que
pour toute paire de racines oppose´es ±α ∈ Φ−Φ
H
, le cardinal de {±α}∩
Ψ vaut un. Conside´rons l’ide´al de k[t] engendre´ par la fonction
∏
α∈Ψ dα.
Cet ide´al est invariant sous l’action de W
H
car la fonction
∏
α∈Ψ dα se
transforme sous l’action de W
H
par un signe. Le diviseur effectif W
H
-
invariant de´fini par cet ide´al n’e´tant pas contenu dans D
H
, il existe d’un
unique diviseur effectifRG
H
de 
H
qui ve´rifie alors la relation dans l’e´nonce´
du lemme.
1.10.3. — En tordant RG
H
par ρκ, on obtient un diviseur effectif R
G
H sur
cH qui ve´rifie la relation
ν∗DG = DH + 2R
G
H .
1.11. Le lemme fondamental pour les alge`bres de Lie. — On est
maintenant en position d’e´noncer le lemme fondamental pour les alge`bres
de Lie, conjecture´ par Langlands et Shelstad et Waldspurger.
Soient Fv un corps local non-archime´dien, Ov son anneau des entiers
et v : F×v → Z la valuation discre`te. Soit Fq le corps re´siduel de Ov. Soit
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Xv = Spec(Ov). Soit F
sep
v une cloˆture se´parable de Fv. Celle-ci de´finit un
point ge´ome´trique x de Xv.
Soit G une forme quasi-de´ploye´e de G sur Ov de´finie par un homo-
morphisme ρ•G : π1(Xv, x) → Out(G). Conside´rons une donne´e endosco-
pique pointe´e (κ, ρ•κ) forme´e d’un e´le´ment κ ∈ Tˆ et d’un homomorphisme
ρ•κ : π1(Xv, x) → π0(κ) au-dessus de ρ
•
G cf. 1.8.2. On a alors un sche´ma
en groupes re´ductifs H au-dessus de Xv et un morphisme de Xv-sche´mas
cH → c.
Soit aH ∈ cH(Ov) d’image a ∈ c(Ov) ∩ c
rs(Fv). Choisissons une mesure
de Haar dtv sur le tore Ja(Fv). D’apre`s le lemme 1.9.2, on a un isomor-
phisme entre les tores Ja et JH,aH de sorte qu’on peut transporter la
mesure de Haar dtv sur JH,aH (Fv).
En choisissant un F sepv -point xa comme dans 1.9.3, on peut de´finir la
κ-inte´grale orbitaleOκa de n’importe quelle fonction localement constante
a` support compact dans g(Fv). Notons 1gv la fonction caracte´ristique de
g(Ov) dans g(Fv) et 1hv la fonction caracte´ristique de h(Ov) dans h(Fv).
The´ore`me 1.11.1. — Avec les notations ci-dessus, on a l’e´galite´
Oκa(1gv , dtv) = q
rGH,v(aH )SOaH (1hv , dtv)
ou` rGH,v(aH) = degv(a
∗
HR
G
H).
Ce the´ore`me est la variante pour les alge`bres de Lie de la conjecture
originale de Langlands et Shelstad qui porte sur les groupes de Lie sur
un corps local non-archime´dien. Cette variante a e´te´ formule´e par Wald-
spurger qui a de´montre´ qu’elle implique la conjecture originale pour les
groupes de Lie. Il a aussi de´montre´ que le cas ou` F est un corps local
de caracte´ristique positifve ne divisant pas l’ordre de W implique le cas
ou` F est un corps local de caracte´ristique nulle et dont la caracte´ristique
re´siduelle ne divise pas l’ordre de W cf. [78]. Nous nous limitons au
premier cas.
L’e´nonce´ original de Langlands-Shelstad est sensiblement plus com-
plique´ notamment a` cause de la pre´sence d’un signe dans le facteur de
transfert. Dans [44], Kottwitz a e´tabli le lien entre le facteur de transfert
de Langlands-Shelstad et la section de Kostant qui nous permet d’e´noncer
la conjecture de Langlands et Shelstad sous cette forme plus simple. Dans
le cas des groupes classiques, Waldspurger a donne´ une forme plus ex-
plicite de cette conjecture dans [77]. Hales a e´galement e´crit un article
d’exposition fort agre´able [31] sur l’e´nonce´ de la conjecture de Langlands-
Shelstad.
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1.11.2. — Notons que l’e´nonce´ ci-dessus s’e´tend trivialement au cas ou`
on part d’un e´le´ment aH ∈ c
G−rs(Fv) qui n’est pas dans cH(Ov). Dans ce
cas, on a e´galement a /∈ c(Ov). Ceci se de´duit en effet du crite`re valuatif
de proprete´ applique´ au morphisme fini νH : cH → c. Il est alors e´vident
que les inte´grales orbitales Oκa(1gv , dtv) et SOaH (1hv , dtv) sont nulles.
1.11.3. — Notons enfin que l’e´galite´ de diviseurs
a∗DG = a
∗
HDH + 2a
∗
HR
H
G
qui se de´duit de 1.10.3, implique
∆H(aH)∆G(a)
−1 = qdegv(a
∗
HR
H
G )
avec ∆H(aH) = q
−deg(a∗HDH )/2 et ∆G(a) = q
−deg(a∗DG)/2. Ceci permet de
re´crire la formule 1.11.1 sous la forme plus habituelle
∆G(a)O
κ
a(1gv , dtv) = ∆H(aH)SOaH (1hv , dtv).
1.12. Le lemme fondamental non standard. — Dans [79], Wald-
spurger a formule´ une variante de la conjecture de Langlands-Shelstad
qu’il appelle le lemme fondamental non standard. Dans ce paragraphe,
nous allons rappeler cette conjecture.
Soient G1 et G2 deux groupes re´ductifs de´ploye´s sur k avec e´pinglages.
Pour tout i ∈ {1, 2}, on a en particulier un tore maximal Ti de Gi,
l’ensemble des racines Φi ⊂ X
∗(Ti), l’ensemble des racines simples ∆i ⊂
Φi ainsi que l’ensemble des coracines Φ
∨
i ⊂ X∗(Ti). Le quintuplet
(X∗(Ti),X∗(Ti),Φi,Φ
∨
i ,∆i)
est la donne´e radicielle associe´e au groupe e´pingle´ Gi et qui le de´termine
a` isomorphisme unique pre`s.
De´finition 1.12.1. — Une isoge´gie des donne´es radicielles entre G1 et
G2 consiste en un couple d’isomorphismes de Q-espaces vectoriels
ψ∗ : X∗(T2)⊗Q −→ X
∗(T1)⊗Q
et
ψ∗ : X∗(T1)⊗Q −→ X∗(T2)⊗Q
duaux l’un de l’autre tels que ψ∗ envoie bijectivement l’ensemble des Q-
droites de la forme Qα2 avec α2 ∈ Φ2 sur l’ensemble des Q-droites de
la forme Qα1 avec α1 ∈ Φ1 en envoyant les droites des racines simples
sur les droites des racines simples et de meˆme pour ψ∗ avec les Q-droites
engendre´es par les coracines.
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Exemple 1.12.2. — Deux groupes semi-simples ayant le meˆme groupe
adjoint ont des donne´es radicielles isoge`nes. En effet dans ce cas, on a
un isomorphisme canonique X∗(T1) ⊗ Q → X
∗(T2) ⊗ Q qui respecte
l’ensemble des racines et celui des racines simples et dont l’isomorphisme
dual respecte les coracines.
Exemple 1.12.3. — L’exemple le plus inte´ressant est celui de deux
groupes re´ductifs duaux au sens de Langlands. Par de´finition, la donne´e
radicielle du groupe dual Gˆ s’obtient a` partir de celle deG en e´changeant
le groupe des caracte`res avec le groupe des cocaracte`res, l’ensemble des
racines avec l’ensemble des coracines. Conside´rons la de´composition en
somme directe de Q-espaces vectoriels
X
∗(T)⊗Q = QΦ⊕X∗(Z
G
)⊗Q
X∗(T)⊗Q = QΦ
∨ ⊕X∗(ZG)⊗Q.
ou` QΦ est le sous-espace vectoriel de X∗(T)⊗Q engendre´ par les racines
et X∗(Z
G
) est le groupe des caracte`res du centre de G. L’application
α 7→ α∨ induit un isomorphisme d’espaces vectoriels QΦ → QΦ∨ qui
envoie les droites de la formeQβ pour une certaine racine β sur les droites
de la forme Qβ ′∨ pour une certaine coracine β ′. L’application line´aire
duale a la meˆme proprie´te´. Les cas inte´ressants sont les cas Bn ↔ Cn, F4
et G2 ou` il existe des racines de longueur diffe´rente. On se re´fe`re a` [79,
page 14] pour une discussion plus de´taille´e.
1.12.4. — Puisque la re´flexion associe´e a` une racine α ne de´pend que
de la Q-droite passant par α, les isomorphismes ψ∗ et ψ∗ induisent un
isomorphisme entre les groupes de Weyl W1
∼
−→W2 de deux groupes
re´ductifs G1 et G2 apparie´s.
1.12.5. — Soient G1 et G2 deux groupes de´ploye´s dont les donne´es
radicielles sont isoge`nes. Soit Out12 le groupe des automorphismes de
X∗(T1) ⊗Q qui laissent stables Φ1, ∆1 mais e´galement X
∗(T2),Φ2,∆2
vu comme sous-ensembles de X∗(T1)⊗Q et de meˆme pour les automor-
phismes duaux de X∗(T1)⊗Q. Pour tout k-sche´ma X , pour tout Out12
torseur ρ12, on peut tordre G1 et G2 munis de leurs e´pinglages par ρ12
pour obtenir des formes quasi-de´ploye´es G1 et G2. Les couples des formes
quasi-de´ploye´es obtenus par ce proce´de´ sont appele´s apparie´s.
E´tant donne´ l’isomorphisme ψ∗ entre les Q-espaces vectoriels
X ∗ (T1)⊗Q ≃ X ∗ (T2)⊗Q,
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on peut comparer la position de deux re´seaux X∗(T1) et X
∗(T2) vus
comme re´seaux dans un meˆme Q-espace vectoriel. Un nombre premier p
est dit bon par rapport a` ψ∗ si p ne divise pas les entiers
|X∗(T1)/(X
∗(T1) ∩X
∗(T2))| et |X
∗(T2)/(X
∗(T2) ∩X
∗(T1))|.
Si k est un corps de caracte´ristique bonne par rapport a` ψ∗, celui-ci
induira un isomorphisme X∗(T1)⊗ k
∼
−→X∗(T2)⊗ k.
Lemme 1.12.6. — Soient G1 et G2 deux groupes apparie´s au-dessus
d’une base X de bonnes carate´ristiques re´siduelles. Soient T1 et T2 les
tores maximaux des e´pinglages de G1 et G2 et t1, t2 leurs alge`bres de Lie.
Alors il existe un isomorphisme canonique t1 → t2 et un isomorphisme
compatible ν : cG1
∼
−→ cG2.
De´monstration. — On a
ti = Spec(SymOX (X
∗(Ti)⊗ OX))
ou` SymOX (X
∗(Ti) ⊗ OX) est la OX -alge`bre syme´trique associe´ au OX -
module libre X∗(Ti) ⊗ OX . Si les caracte´ristiques re´siduelles de X sont
bonnes, ψ∗ induit un isomorphisme de OX -modules libres
X
∗(T2)⊗ OX −→ X
∗(T1)⊗ OX
et donc un isomorphisme t1
∼
−→ t2. On a de´ja` vu que (ψ
∗, ψ∗) induit un
isomorphisme W1
∼
−→W2 qui est visiblement compatible avec leurs ac-
tions sur t1
∼
−→ t2. Il en re´sulte un isomorphisme entre
1 = Spec(SymOX (X
∗(Ti)⊗ OX))
W1
et
2 = Spec(SymOX (X
∗(Ti)⊗ OX))
W2 .
En appliquant la torsion exte´rieure par ρ12, on obtient l’isomorphisme
c1 = c2 qu’on voulait.
Mettons-nous sous l’hypothe`se du lemme pre´ce´dent. Soit X le disque
Spec(Ov) ou` Ov = k[[ǫv]] avec k un corps fini de caracte´ristique bonne par
rapport a` ψ∗. Soient a1 ∈ cG1(Ov) et a2 ∈ cG2(Ov) tels que ν(a1) = a2.
L’isoge´nie T1 → T2 donne´e par ψ
∗ induit par torsion une isoge´nie des
tores Ja1 → Ja2 d’apre`s 1.4.3. De plus, l’isoge´nie induit un isomor-
phisme entre les alge`bres de Lie de ces tores sous l’hypothe`se que la
caracte´ristique est bonne par rapport a` ψ. On peut donc transporter des
mesures de Haar de Ja1(Fv) a` Ja2(Fv) et inversement. On va utiliser la
meˆme notation dtv pour ces mesures de Haar compatibles.
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The´ore`me 1.12.7. — On a l’e´galite´ suivante entre les inte´grales orbi-
tales stables
SOa1(1G1 , dtv) = SOa2(1G2, dtv)
ou` 1Gi est la fonction caracte´ristique du compact gi(Ov) dans gi(Fv).
Cet e´galite´ a e´te´ conjecture´e par Waldspurger qui l’appelle le lemme
fondamental non standard. Dans [79], il a de´montre´ que la conjonction du
lemme fondamental ordinaire 1.11.1 et du lemme non standard ci-dessus
implique le lemme fondamental tordu.
1.13. Formule globale de stabilisation. — Revenons a` la conjecture
de Langlands-Shelstad. Le lemme fondamental consiste en une identite´
d’inte´grales orbitales locales. Il sera ne´anmoins ne´cessaire de le replacer
dans son contexte global d’origine qui est la stabilisation de la formule
des traces. Nous allons donc passer en revue la structure de la partie
anisotrope sur un corps global de caracte´ristique positive. Cette revue
nous servira de guide plus tard pour e´tudier la structure de la cohomologie
de la fibration de Hitchin.
Soient k = Fq et F le corps des fonctions rationnelles sur une courbe
projective lisse ge´ome´triquement connexe X sur k. Pour tout point ferme´
v ∈ |X|, notons Fv la comple´tion de F selon la valuation de´finie par v
et Ov son anneau des entiers. Pour simplifier, nous allons supposer dans
cette discussion que G est un groupe adjoint de´ploye´.
Pour toute classe ξ ∈ H1(F,G), on note Gξ la forme inte´rieure de G
de´finie par l’image de ξ dans H1(F,Gad). On appellera la forme Gξ ainsi
de´finie une forme inte´rieure forte. Au lieu de conside´rer la formule des
traces de G, on va conside´rer la somme des formules des traces sur les
formes inte´rieures fortes qui sont localement triviales. La stabilisation
de la somme devient plus simple et en plus, admet une interpre´tation
ge´ome´trique directe. Le processus de stabilisation qu’on va pre´senter est
du a` Langlands et Kottwitz, voir [48] et [41]. Nous reprenons ici l’expo-
sition de [56].
Conside´rons donc la somme
(1.13.1)
∑
ξ∈ker1(F,G)
∑
γ∈gξ,ani(F )/∼
Oγ(1D)
ou`
– ker1(F,G) est l’ensemble des classes d’isomorphisme des G-torseurs
sur F d’image triviale dans les H1(Fv, G) pour tous v ∈ |X|.
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– gξ est la forme de g sur F de´finie par ξ.
– γ parcourt l’ensemble des classes de conjugaison re´gulie`res semi-
simples de gξ(F )dont le centralisateur dans gξ(F ⊗k k¯) est un tore ani-
sotrope.
– Oγ(1D) est l’inte´grale orbitale globale
Oγ(1D) =
∫
Gξγ(F )\G(A)
1D(ad(g)
−1γ)dg
de la fonction
1D =
⊗
v∈|X|
1Dv : g(A) −→ C
1Dv e´tant la fonction caracte´ristique du compact ouvert ε
−dvg(Ov) de
g(Fv), les entiers dv e´tant des entiers pairs, nuls sauf pour un nombre fini
de places v. L’inte´grale est convergente pour les classes anisotropes γ.
– dg est la mesure de Haar normalise´e de G(A) de telle fac¸on que
G(OA) soit de volume un.
Conside´rons le morphisme caracte´ristique de Chevalley χ : g→ c ainsi
que ses formes tordues
χξ : gξ −→ c
par les classes ξ ∈ H1(F,G). Notons que le groupe des automorphismes
de G agit sur c a` travers le groupe des automorphismes exte´rieurs de sorte
que la torsion par les ξ n’affecte pas c. Toute classe de conjugaison γ de
gξ(F ) de´finit donc un e´le´ment a ∈ c(F ). Comme le centralisateur de γ
semi-simple re´gulier ne de´pend que de a, il existe un sous-ensemble cani(F )
de c(F ) des e´le´ments a provenant des classes γ semi-simples re´gulie`res et
anisotropes dans gξ(F ⊗k k¯). La somme (1.13.1) peut se re´e´crire comme
une somme sur les a ∈ cani(F ) :
(1.13.2)
∑
a∈cani(F )
∑
ξ∈ker1(F,G)
∑
γ∈gξ(F )/∼, χ(γ)=a
Oγ(1D).
Pour chaque e´le´ment a ∈ cani(F ), la section de Kostant 1.2.1 produit
un e´le´ment γ0 = ǫ(a) ∈ g(F ) d’image χ(γ0) = a. On a note´ Ja le centrali-
sateur Iγ0 de γ0. Puisqu’on s’est restreint a` la partie semi-simple re´gulie`re
anisotrope, Ja est un tore anisotrope. Le tore dual Jˆa de´fini sur Qℓ est
muni d’une action finie de Γ = Gal(F/F ) telle que le groupe JˆΓa des
points fixes est un groupe fini.
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Pour tout ξ ∈ ker1(F,G), les classes de conjugaison γ ∈ gξ(F ) telles
que χ(γ) = a sont en bijection avec les classes de cohomologie
α = inv(γ0, γ) ∈ H
1(F, Ja)
dont l’image dans H1(F,G) est l’e´le´ment ξ. Ainsi l’ensemble des paires
(ξ, γ) de la somme (1.13.2) ou` ξ ∈ ker1(F,G) et γ est une classe de
conjugaison de gξ(F ) d’image a ∈ cani(F ) est en bijection avec
ker[H1(F, Ja)→
⊕
v∈|X|
H1(Fv, G)].
Pour qu’une collection de classes de conjugaison (γv)v∈|X| de g(Fv) avec
χ(γv) = a provienne d’une paire (ξ, γ) de la somme (1.13.2), il faut et il
suffit que γv = γ0 pour presque tout v et que
(1.13.3)
∑
v∈|X|
αv|IˆΓa = 0
ou` αv = invv(γ0, γv) d’apre`s [38]. Si c’est le cas, le nombre de paires (ξ, γ)
qui s’envoient sur cette collection (γv)v∈|X| est e´gal au cardinal du groupe
ker1(F, Ja) = ker[H
1(F, Ja)→
⊕
v∈|X|
H1(Fv, Ja)].
On va maintenant faire entrer en jeu les inte´grales orbitales locales.
Pour de´finir celles-ci, on a besoin d’une mesure de Haar du centralisa-
teur. Pour tout a, on va choisir une forme volume invariante de la fibre
ge´ne´rique de Ja. Une telle forme existe et unique a` un scalaire pre`s. Elle
induit en chaque place v une mesure dtv de Ja(Fv) dont le produit ten-
soriel
⊗
v∈|X| dtv ne de´pend plus du choix de la forme volume. C’est la
mesure de Tamagawa.
La somme (1.13.2) se re´e´crit comme suit
(1.13.4)
∑
a∈cani(F )
∣∣ker1(F, Ja)∣∣ τ(Ja) ∑
(γv)v∈|X|
∏
v
Oγv(1Dv , dtv)
ou` les γv sont des classes de conjugaison de g(Fv) ve´rifiant l’e´quation
(1.13.3) et ou`
τ(Ja) = vol(Ja(F )\Ja(A),
⊗
v∈|X|
dtv)
est un nombre de Tamagawa. En mettant en facteur le nombre de Ta-
magawa τ(Ja), on trouve une somme de produits d’inte´grales orbitales
locales
∏
vOγv(1Dv , dtv) au lieu des inte´grales orbitales globales Oγ(1D).
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En appliquant la formule d’Ono [59]∣∣ker1(F, Ja)∣∣ τ(Ja) = ∣∣∣π0(JˆΓa )∣∣∣ ,
la somme (1.13.2) devient
(1.13.5)
∑
a∈cani(F )
∣∣∣π0(JˆΓa )∣∣∣ ∑
(γv)v∈|X|
∏
v
Oγv(1Dv , dtv)
ou` les (γv) ve´rifient la condition (1.13.3). Notons qu’avec l’hypothe`se Ja
anisotrope, le groupe JˆΓa est un groupe fini de sorte que π0(Jˆ
Γ
a ) = Jˆ
Γ
a .
En utilisant la transformation de Fourier sur le groupe fini JˆΓa , la
somme (1.13.2) devient
(1.13.6)
∑
a∈cani(F )
∑
κ∈JˆΓa
Oκa(1D,
⊗
v∈|X|
dtv)
avec
(1.13.7) Oκa(1D,
⊗
v∈|X|
dtv) =
∏
v∈|X|
∑
γv∈g(Fv)/∼
χ(γv)=a
〈invv(γ0, γv), κ〉Oγv(1Dv , dtv).
L’ope´ration suivante consiste a` permuter la sommation sur les a et la
sommation sur les κ. En choisissant un plongement de Jˆa dans Gˆ, κ de´finit
une classe de conjugaison semi-simple [κ]. L’intersection JˆΓa ∩ [κ] de Jˆ
Γ
a
avec la classe de conjugaison [κ] ne de´pend pas du choix de plongement
de Jˆa dans Gˆ. La somme (1.13.2) devient maintenant
(1.13.8)
∑
[κ]∈Gˆ/∼
∑
a∈cani(F )
∑
κ∈JˆΓa∩[κ]
Oκa(1D,
⊗
v∈|X|
dtv).
Rappelons qu’on a suppose´ que G est un groupe semi-simple adjoint.
Pour chaque classe de conjugaison [κ] on choisit un repre´sentant κ ∈ Gˆ.
Comme Gˆ est un groupe semi-simple simplement connexe, Gˆκ est un
groupe re´ductif connexe. Soit Hˆ = Gˆκ et H le groupe re´ductif dual de
Hˆ. Comme on ne s’inte´resse qu’a` la partie anisotrope on e´carte tous les H
qui ne sont pas semi-simples. Supposons doncH semi-simple et regardons
le morphisme
νH : c
ani
H (F ) −→ c
ani(F ).
Un e´le´ment a est dans l’image de νH si et seulement si Jˆ
Γ
a ∩ [κ] est non-
vide. En ge´ne´ral, on a une bijection canonique entre l’ensemble JˆΓa ∩ [κ]
et l’ensemble des aH ∈ c
ani
H (F ) dans la pre´image de a.
LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGE`BRES DE LIE 31
En supposant le lemme fondamental, la somme (1.13.2) devient
(1.13.9)
∑
H
∑
aH∈c
ani
H (F )
SOa(1D,
⊗
v∈|X|
dtv).
ou` la premie`re somme porte sur l’ensemble des classes d’e´quivalence des
groupes endoscopiques elliptiques de G.
Comme nous avons remarque´ dans [55, 1], le comptage des points a` va-
leurs dans un corps fini de l’espace de module des fibre´s de Higgs donne
essentiellement l’expression (1.13.2). On y a d’ailleurs propose´ une in-
terpre´tation ge´ome´trique du processus de stabilisation (1.13.2)=(1.13.6)
comme une de´composition de la cohomologie de la fibration de Hitchin
par rapport a` l’action de ses syme´tries naturelles. Il s’agit donc d’une
de´composition en somme directe d’un complexe pur sur la base de la
fibration de Hitchin.
L’e´galite´ (1.13.2)=(1.13.9) peut alors eˆtre interpre´te´ comme une e´galite´
dans un groupe de Grothendieck entre deux complexes purs. Le the´ore`me
6.4.3 est une variante pre´cise de cette interpre´tation dont on en de´duira
le lemme fondamental de Langlands-Shelstad 1.11.1.
2. Centralisateur re´gulier et section de Kostant
Nous rappelons dans ce chapitre la construction du centralisateur
re´gulier et du morphisme du centralisateur rg´ulier vers le centralisateur
de [55]. Nous rappelons aussi la description galoisienne du centralisateur
rg´ulier de Donagi et Gaitsgory [19].
On garde les notations de 1.3. En particulier, G est un groupe re´ductif
de´ploye´ sur un corps k et G est une forme quasi-de´ploye´e de G sur un
k-sche´ma X . On suppose que la caracte´ristique de k ne divise pas l’ordre
de W.
2.1. Centralisateur re´gulier. — Soit I le sche´ma en groupes des
centralisateurs au-dessus de g. La fibre de I au-dessus d’un point x de g
est le sous-groupe de G qui centralise x
Ix = {g ∈ G|ad(g)x = x}.
La dimension de Ix de´pend en ge´ne´ral de x de sorte que I n’est pas plat
sur g mais la restriction Ireg de I a` l’ouvert greg est un sche´ma en groupes
lisse de dimension relative r. Puisque sa fibre ge´ne´rique est un tore, c’est
un sche´ma en groupes commutatif lisse.
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Le lemme [55, 3.2] suivant est le point de de´part de notre e´tude de la
fibration de Hitchin. Pour la commodite´ du lecteur, nous allons rappeler
brie`vement sa de´monstration.
Lemme 2.1.1. — Il existe un unique sche´ma en groupes lisse commu-
tatif J sur c muni d’un isomorphisme G-e´quivariant
(χ∗J)|greg
∼
−→ I|greg .
De plus, cet isomorphisme se prolonge en un homomorphisme χ∗J → I.
De´monstration. — Soient x1, x2 deux points de g
reg(k¯) tels que χ(x1) =
χ(x2) = a. Soient Ix1 et Ix2 les fibres de I en x1 et x2. Il existe g ∈ G(k¯) tel
que ad(g)x1 = x2. La conjugaison par g induit un isomorphisme Ix1 → Ix2
qui de surcroˆıt ne de´pend pas du choix de g puisque Ix1 est commutatif.
Ceci permet de de´finir la fibre Ja de J en a.
La de´finition de J comme un sche´ma en groupes affine au-dessus de c
se proce`de par descente fide`lement plate. Notons Ireg1 et I
reg
2 les sche´mas
en groupes sur greg ×c g
reg images re´ciproques de Ireg = I|greg par la
premie`re et la deuxie`me projection. La donne´e de descente de Ireg le long
du morphisme χreg : greg → c consiste un en isomorphisme σ12 : I
reg
2 →
Ireg1 qui ve´rifie une condition de cocycle. Nous allons construire σ12 en
laissant le soin de ve´rifier la condition de cocycle au lecteur.
La construction de l’isomorphisme σ12 se fait aussi par descente. Consi-
de´rons le morphisme
G× greg → greg ×c g
reg
de´fini par (g, x) → (x, ad(g)x). C’est un morphisme lisse surjectif donc
a fortiori fide`lement plat. Au-dessus de G× greg, on a un isomorphisme
canonique entre Ireg1 et I
reg
2 qui consiste en la structure G-e´quivariante de
I. Pour que cet isomorphisme descende a` greg ×c g
reg, il faut ve´rifier une
identite´ au-dessus du carre´ de G × greg au-dessus de greg ×c g
reg. Apre`s
avoir identifie´ ce carre´ a` G × Ireg1 , l’identite´ a` ve´rifier se de´duit de la
commutativite´ du greg-sche´ma en groupes Ireg1 .
On a donc construit un sche´ma en groupes lisse commutatif J au-dessus
de c muni d’un isomorphism G-e´quivariant χ∗J |greg → I|greg . Cet isomor-
phisme s’e´tend en un homomorphisme de sche´ma en groupes χ∗J → I
puisque χ∗J est un k-sche´ma lisse, I est un k-sche´ma affine et de plus
χ∗J − χ∗J |greg est un ferme´ de codimension trois de χ
∗J .
Nous appelons J le centralisateur re´gulier. On peut en fait prendre
comme de´finition J := ǫ∗I ou` ǫ est la section de Kostant de 1.2. Notons
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que J est muni d’une structure Gm-e´quivariante pour l’action de Gm sur
c de´finie par les exposants. Par descente, on a un sche´ma en groupes sur
[c/Gm] qu’on notera e´galement J , voir [55, 3.3].
2.2. Sur le quotient [g/G]. — Le morphisme de Chevalley χ : g →
c e´tant G-invariant, il se factorise par le champ quotient [g/G] et le
morphisme
[χ] : [g/G]→ c.
Rappelons que [g/G] associe a` tout k-sche´ma S le groupo¨ıde des couples
(E, φ) ou` E est un G-torseur sur S et ou` φ est une section du fibre´ adjoint
ad(E) associe´e a` la repre´sentation adjointe de G.
Au-dessus de c, on a de´fini un sche´ma en groupes commutatif lisse J .
Soit BJ le classifiant de J qui associe a` tout c-sche´ma S le groupo¨ıde
de Picard des J-torseurs sur S. Le lemme 2.1.1 montre qu’on a une
action de BJ sur [g/G] au-dessus de c. En effet, on peut tordre un couple
(E, φ) ∈ [g/G](S) par un J-torseur a` l’aide de l’homomorphisme χ∗J → I
de 2.1.1.
Proposition 2.2.1. — Le morphisme [χreg] : [greg/G]→ c est une gerbe
lie´e par le centralisateur re´gulier J . De plus, cette gerbe est neutre.
De´monstration. — L’assertion que [χreg] est une gerbe se de´duit du fait
que la restriction de l’homomorphisme χ∗J → I a` greg est un isomor-
phisme G-e´quivariant par construction de J . La section de Kostant ǫ :
c→ greg compose´e avec le morphisme quotient greg → [greg/G] neutralise
la gerbe. Nous noterons ce point [ǫ] : c→ [greg/G].
2.2.2. — Il n’est donc pas de´raisonnable de penser [g/G] comme une
sorte de compactification du champ de Picard BJ . C’est une moule avec
laquelle on fabrique des situations ge´ome´triques plus concre`tes comme
la fibre de Springer affine et la fibration de Hitchin en e´valuant sur de
diffe´rents sche´mas S. Pour les fibres de Springer affines, on l’e´value sur
l’anneau des se´ries formelles a` une variable cf. 3. Pour la fibration de Hit-
chin, on l’e´value sur une courbe projective lisse cf. 4. Pour cette dernie`re,
on a besoin de tenir compte aussi de l’action de Gm qui agit par ho-
mothe´tie sur g.
2.2.3. — Le centralisateur re´gulier J est muni d’une action de Gm qui
rele`ve l’action de Gm sur c. Le classifiant BJ au-dessus de [c/Gm] agit
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sur [g/G × Gm]. Ce dernier contient comme ouvert [g
reg/G × Gm]. Le
morphisme
(2.2.4) [χreg/Gm] : [g
reg/G×Gm]→ [c/Gm]
est encore une gerbe lie´e par J . Cette gerbe n’est pas neutre en ge´ne´ral.
Elle le devient ne´anmoins apre`s l’extraction d’une racine carre´ du fibre´
inversible universel sur BGm. Conside´rons l’homomorphisme [2] : Gm →
Gm de´fini par t 7→ t
2. Il induit un morphisme B[2] : BGm → BGm qui
consiste en l’extraction d’une racine carre´ du fibre´ inversible universel sur
BGm. Nous indiquons par un exposant [2] le changement de base par ce
morphisme. En particulier, on a un morphisme
[χ/Gm]
[2] : [g/G×Gm]
[2] → [c/Gm]
[2].
En effet, [c/Gm]
[2] est le quotient de c par l’action de Gm de´finie comme
le carre´ de l’action par les exposants et [g/G×Gm]
[2] est le quotient de
g par l’action adjointe de G et le carre´ de l’homothe´tie. Conside´rons le
compose´ de deux homomorphismes
Gm → T ×Gm → G×Gm
dont le premier est de´fini par t 7→ (2ρ(t), t) ou` 2ρ est la somme des co-
racines positives. La section de Kostant 1.2 ǫ : c → g est e´quivariante
par rapport a` cet homomorphisme de sorte qu’il induit une section de
[χ/Gm]
[2]. Nous pouvons reformuler ce qui pre´ce`de d’une fac¸on plus com-
mode a` l’usage.
Lemme 2.2.5. — Soient S un k-sche´ma muni d’un fibre´ inversible D
et hD : S → BGm le morphisme associe´ vers le classifiant de Gm. Soit
a : S → [c/Gm] un morphisme au-dessus de hD. La section de Kostant
et le choix d’une racine carre´ D′ de D de´finit une section
[ǫ]D
′
(a) : S → [greg/G×Gm].
2.3. Le centre de G et les composantes connexes de J. — Le
contenu de ce paragraphe est bien connu.
Proposition 2.3.1. — Si G est un groupe de centre connexe, le cen-
tralisateur re´gulier J a des fibres connexes.
De´monstration. — Dans le cas d’un e´le´ment nilpotent re´gulier, il s’agit
d’un the´ore`me de Springer cf. [72, III, 3.7 et 1.14] et [70, the´ore`me
4.11]. Le cas ge´ne´ral s’y rame`ne par la de´composition de Jordan. Soit
x ∈ g(k¯) un point ge´ome´trique de g qui est re´gulier. Soit x = s + n
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sa de´composition de Jordan ou` s ∈ g(k¯) est un e´le´ment semi-simple et
n ∈ g(k¯) est un e´le´ment nilpotent tel que [x, n] = 0. D’apre`s [35, 3,
lemmes 5 et 8], le centralisateur Gx de x est un sous-groupe re´ductif
connexe de G et de plus son centre est connexe. On applique donc le
the´ore`me de Springer a` l’e´le´ment nilpotent re´gulier n de Lie(Gs).
Corollaire 2.3.2. — Pour tout x ∈ greg(k¯), l’homomorphisme cano-
nique ZG → Ix induit un homomorphisme surjectif π0(ZG)→ π0(Ix).
De´monstration. — Soient Gad le groupe adjoint de G et Iadx le centrali-
sateur de xdans Gad. On a la suite exacte
1→ ZG → Ix → I
ad
x → 1.
Puisque Iadx est un groupe connexe par la proposition qui pre´ce`de, la
fle`che canonique π0(ZG)→ π0(Ix) est surjective.
2.4. Description galoisienne de J. — A la suite de Donagi et Gaits-
gory [19], on peut de´crire le sche´ma en groupes J au-dessus de c a` l’aide
du reveˆtement fini et plat π : t → c. Notre pre´sentation sera un peu
diffe´rente de la leur.
Conside´rons la restriction a` la Weil du tore T × t sur t
Π :=
∏
t/c
(T × t) = π∗(T × t).
Comme groupe abe´lien fibre´ au-dessus de c, on a
Π(S) = Homt(S ×c t, T × t)
pour tout c-sche´ma S. Ce foncteur est repre´sentable par un sche´ma en
groupes commutatif au-dessus de c puisque le morphisme t→ c est fini et
plat. Comme la restriction a` la Weil pre´serve la lissite´, Π est un sche´ma
en groupes lisse et commutatif au-dessus de c de dimension relative r♯W.
Au-dessus de l’ouvert crs, le reveˆtement trs → crs est fini e´tale de sorte
que la restriction de Π a` cet ouvert est un tore.
Le S-sche´ma en groupes fini e´tale W agit simultane´ment sur T et t.
L’action diagonale de W sur T × t induit une action de W sur Π. Les
points fixes par W de´finit un sous-foncteur ferme´ J1 de Π.
Lemme 2.4.1. — Le sous-sche´ma ferme´ J1 de Π est un sche´ma en
groupes commutatif et lisse au-dessus de c.
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De´monstration. — Puisque l’ordre deW est premier a` la caracte´ristique,
les points fixes de W dans le sche´ma lisse Π forme un sous-sche´ma ferme´
J1 lisse sur k. Soient x un point ge´ome´trique de Π fixe sous l’action
de W et a son image dans c. Soient Tx l’espace tangent de Π en x
et Ta l’espace tangent de c en a. Puisque Π est lisse au-dessus de c,
l’application Tx → Ta est surjective. L’espace tangent TxJ
1 de J1 en x
est le sous-espace vectoriel de Tx des vecteurs fixes sous W . Puisque la
caracte´ristique p du corps de base k ne divise pas ♯W, la restriction de
Tx → Ta a` la partie W -fixe est encore surjective. Il s’ensuit que J
1 est
un sche´ma lisse au-dessus de c.
La proposition qui suit est un renforcement de 1.4.2.
Proposition 2.4.2. — Il existe un homomorphisme canonique J → J1
qui de plus est un isomorphisme au-dessus de l’ouvert crs de c.
De´monstration. — Commenc¸ons par construire un homomorphisme de
J dans la restriction a` la Weil π∗(T × t). Par adjonction, il revient au
meˆme de construire un homomorphisme
π∗J → T × t
de sche´mas en groupes au-dessus de t.
Pour ce faire, nous avons besoin de la re´solution simultane´e de Gro-
thendieck-Springer. Soit g˜ le sche´ma des couples (x, gB) ou` x ∈ g et
gB ∈ G/B qui ve´rifie ad(g)−1(x) ∈ Lie(B). Ici, B de´signe le sous-groupe
de Borel de l’e´pinglage de G. Notons πg : g˜ → g la projection sur la
variable x. La projection Lie(B)→ t de´finit un morphisme χ˜ : g˜→ t qui
comple`te le carre´ commutatif
g˜
πg

χ˜
// t
π

g
χ
// c
De plus, si on se restreint a` l’ouvert greg de g, on obtient un diagramme
carte´sien
g˜reg
πregg

χ˜reg
// t
π

greg
χreg
// c
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D’apre`s 2.1.1, (χreg)∗J = I|greg si bien que pour construire un homomor-
phisme de t-sche´mas en groupes π∗J → (T × t), il suffit de construire un
homomorphisme de g˜reg-sche´mas en groupes
(πregg )
∗(I|greg)→ T × g˜
reg
qui soit G-e´quivariant. Nous avons besoin d’un lemme.
Lemme 2.4.3. — Pour tout (x, gB) ∈ g˜reg(k¯), on a Ix ⊂ ad(g)B.
De´monstration. — L’assertion est claire pour les e´le´ments x qui sont
re´guliers semi-simples. En effet, pour ceux-ci, le centralisateur Ix est un
tore qui agit la fibre π−1g (x). Puisque celle-ci est un ensemble discret,
l’action du tore est ne´cessairement triviale.
Conside´rons le sche´ma en groupes H au-dessus de g˜reg dont la fibre
au-dessus de (x, gB) ∈ g˜reg est le sous-groupe de Ix des e´le´ments h tels
que h ∈ gBg−1. Par construction, c’est un sous-sche´ma en groupes ferme´s
de (πregg )
∗I qui co¨ıncide avec (πregg )
∗I|greg au-dessus de l’ouvert dense des
couples (x, gB) avec x re´guliers semi-simples. Or (πregg )
∗I|greg est plat sur
g˜reg, ce sous-sche´ma en groupes est ne´cessairement e´gal a` (πregg )
∗I|greg .
Conside´rons le sche´ma en groupes B au-dessus deG/B dont la fibre au-
dessus de gB est le sous-groupe ad(g)B deG. Notons B|g˜reg le changement
de base de B a` g˜reg. Le lemme ci-dessus montre qu’au-dessus de g˜reg, on
a un homomorphisme
I|g˜reg → B|g˜reg .
Par ailleurs, on dispose d’un homomorphisme de B dans le G/B-tore
T ×G/B. En composant, on obtient un homomorphisme G-e´quivariant
I|g˜reg → T × g˜
reg
qui est un isomorphisme au-dessus du lieu re´gulier semi-simple. Au-dessus
du lieu re´gulier semi-simple, l’action deW sur I|g˜reg se transporte sur l’ac-
tion diagonale de T ×grs. Par adjonction, on obtient un homomorphisme
I|greg → (πg)∗(T × g˜
reg).
qui se factorise par le sous-foncteur des points fixes sous l’action diagonale
de W sur (πg)∗(T × g˜
reg).
Par descente, on obtient un homomorphisme J → J1 qui est un iso-
morphisme au-dessus de crs.
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La proposition pre´ce´dente admet la variante suivante. Conside´rons une
re´duction ρ ∧Θρ Out(G) = ρG du torseur ρG cf. 1.3.6. On dispose alors
un reveˆtement fini plat πρ : Xρ × t → c qui est ge´ne´riquement e´tale ga-
loisien de groupe de GaloisW⋊Θρ cf. 1.3.8. Ceci fournit une description
le´ge`rement diffe´rente de J1.
Lemme 2.4.4. — J1 est canoniquement isomorphe au sous-sche´ma des
points fixes dans la restriction des scalaires a` la Weil∏
(Xρ×t)/c
(T×Xρ × t)
pour l’action diagonale de W⋊Θρ sur T×Xρ × t.
De´monstration. — L’assertion a` de´montrer e´tant locale pour la topologie
e´tale de X , on peut supposer que ρ est trivial. Dans quel cas, elle est
imme´diate.
En suivant [19], nous allons de´finir un sous-faisceau J ′ de J1 que nous
de´montrerons qu’il co¨ıncide avec l’image de J → J1. Cette de´finition
ne´cessitera un peu de pre´parations. La construction qui suit est locale
pour la topologie e´tale de la base X de sorte qu’on peut supposer G
de´ploye´. Pout toute racine α ∈ Φ, soit hα l’hyperplan de t noyau de
l’application line´aire dα : t → Ga. Soit sα ∈ W la re´flexion par rapport
a` l’hyperplan hα. Soit T
sα le sous-groupe de T des e´le´ments fixes par sα.
On a alors l’inclusion
α(T sα) ⊂ {±1}.
Soient x un point ge´ome´trique de t tel que sα(x) = x et a son image dans
c. Puisque J1 est la partie W -invariante du faisceau
∏
t/c(T × t), on a un
homomorphisme canonique de J1a dans la fibre T × {x} dont l’image est
contenue dans T sα × {x}. En composant avec la racine α : T → Gm, on
obtient un homomorphisme αx : J
1
a → Gm d’image contenue dans {±1}.
Soit J0 le sous-sche´ma en groupes ouvert des composantes neutres de
J1. Par construction J0a est la composante neutre de J
1
a de sorte que J
0
a
est contenu dans le noyau de αx.
De´finition 2.4.5. — Soit J ′ le sous-foncteur de J1 de´fini comme suit.
Pour tout c-sche´ma S, le groupe J ′(S) est le sous-groupe de J1(S) des
morphismes
f : S ×c t→ T
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tel que pour tout point ge´ome´trique x de S×ct tel que sα(x) = x pour une
certaine racine α, on a α(f(x)) = 1. On a des inclusions de foncteurs
J0 ⊂ J ′ ⊂ J1.
Lemme 2.4.6. — Le foncteur J ′ de la cate´gorie des c-sche´mas dans la
cate´gorie des groupes abe´liens est repre´sentable par un sous-sche´ma en
groupes ouvert de J1.
De´monstration. — Il suffit de de´montrer qu’il est repre´sentable par
un sous-sche´ma ouvert de J1 car e´tant un foncteur en sous-groupes,
le sche´ma qui le repre´sente sera automatiquement sche´ma en groupes.
Conside´rons l’ouvert U de T × t comple´ment de la re´union sur toutes
les racines α ∈ Φ des ferme´s α−1(−1) × hα. La restriction a` la Weil
Rest/c(U) est alors un sous-sche´ma ouvert de Rest/c(T × t). On a alors
J ′ = Rest/c(U) ∩ J
1
de sorte que J ′ est un sous-sche´ma ouvert de J1.
L’e´nonce´ suivant est une variante d’un the´ore`me de Donagi et Gaits-
gory [19, the´ore`me 11.6]. On propose ici une de´monstration un peu
diffe´rente.
Proposition 2.4.7. — L’homomorphisme J → J1 de 2.4.2 se factorise
par le sous-sche´ma en groupes ouvert J ′ de 2.4.5 et induit un isomor-
phisme J → J ′.
De´monstration. — Pour de´montrer que que J → J1 se factorise par
J ′, il suffit de de´montrer que pour tout a ∈ c(k¯), l’homomorphisme
π0(Ja)→ π0(J
1
a) se factorise par π0(J
′
a). Il suffit de ve´rifier que fibre par
fibre l’homomorphisme π0(Ja) → π0(J
1
a) se factorise par π0(J
′). Rappe-
lons que l’homomorphisme ZG → Ja induit un homomorphisme surjectif
π0(ZG) → π0(Ja) d’apre`s 2.3.2. Il suffit donc de ve´rifier que l’homo-
morphisme ZG → J
1
a se factorise par J
′
a. Mais ceci est e´vident car la
restriction de n’importe quelle racine a` ZG est triviale.
Puisque J et J ′ sont des sche´ma en groupes lisses et affines au-dessus
de c, pour de´montrer que l’homomorphisme J → J ′ est un isomorphisme,
il suffit de le faire au-dessus d’un ouvert de c dont le comple´ment est un
ferme´ de codimension deux. L’image inverse de DG dans t est la re´union
des hyperplans hα des racines. Soit D
sing
G le ferme´ de DG dont l’image
inverse est lieu des points appartenant a` au moins deux hyperplans hα.
Il est clair que DsingG est un ferme´ de codimension deux de c. Il suffit de
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de´montrer que l’isomorphisme entre J et J ′ sur c − DG se prolonge en
un isomorphisme sur c−DsingG .
Soit a ∈ (c − DsingG )(k¯). Il suffit de de´montrer que l’homomorphisme
J → J ′ est un isomorphisme au-dessus d’un voisinage e´tale de a. Si
a /∈ DG, il n’y a rien a` de´montrer car on a vu que J = J
′ = J1 sur
l’ouvert c−DG. Si maintenant a ∈ DG −D
sing
G , on peut trouver s ∈ t(k¯)
d’image a tel que s annule´ par une unique racine α. Soient Tα le noyau de
α : T → Gm et Hα le centralisateur de Tα. Soit n un e´le´ment nilpotent
re´gulier de l’alge`bre de Lie hα de Hα qui s’identifie a` une sous-alge`bre
de Lie de g. L’e´le´ment x = s+ n est un e´le´ment re´gulier de g d’image a
dans c. Il est aussi un e´le´ment re´gulier de hα d’image aHα dans l’espace
des polynoˆmes caracte´ristiques cHα de Hα. On ve´rifie que le morphisme
cHα → c envoie aHα en a et est e´tale en ce point. On peut aussi ve´rifier
que dans un voisinage de aHα , les images re´ciproques de J, J
′ et J1 a`
cHα co¨ıncide avec les meˆmes groupes mais associe´s a` Hα. On peut ainsi
ramener le proble`me au cas particulier des groupes de rang semi-simple
un.
Un groupe semi-simple de rang un est isomorphe a` un produit de SL2,
PGL2 ou GL2 avec un tore. Il suffit donc de se restreindre a` ces trois
groupes. Par un calcul direct, on ve´rifie que le centralisateur J a une
fibre non-connexe dans le cas SL2 alors que dans les deux autres cas, ses
fibres sont toutes connexes. Il en est de meˆme pour J ′.
Corollaire 2.4.8. — L’homomorphisme J → J1 de cf. 2.4.7, induit un
isomorphisme sur leurs sous-sche´mas ouverts des composantes neutres
des fibres.
2.5. Le cas des groupes endoscopiques. — Conside´rons une donne´e
endoscopique (κ, ρκ) de G et le groupe endoscopique associe´ H cf. 1.8.1.
On a de´fini un morphisme fini plat ν : cH → c entre les X-sche´mas des
polynoˆmes caracte´ristiques deH et de G cf. 1.9. Le centralisateur re´gulier
J sur c et le centralisateur JH re´gulier de H sur cH sont relie´s de la fac¸on
suivante.
Proposition 2.5.1. — Il existe un homomorphisme canonique
µ : ν∗J −→ JH
qui est un isomorphisme au-dessus de l’ouvert cG−rsH = ν
−1(crs).
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De´monstration. — Reprenons les notations de 1.9. En particulier, on a
un reveˆtement fini plat Xρκ × t → c qui permet de re´aliser c comme le
quotient invariant de Xρκ×t parW⋊π0(κ). De meˆme, cH est le quotient
invariant de Xρκ × t parWH⋊π0(κ). Rappelons aussi que le morphisme
ν : cH → c a e´te´ construit dans 1.9 en produisant un homomorphisme
W
H
⋊ π0(κ)→W⋊ π0(κ)
compatible avec les actions de ces deux groupes sur Xρκ × t.
Conside´rons le sche´ma en groupes
J1 =
∏
Xρ×t/c
(Xρ × t×T)
W⋊π0(κ)
et son analogue pour H
J1H =
∏
Xρ×t/cH
(Xρ × t×T)
W
H
⋊π0(κ)
Le morphisme e´vident
Xρκ × t→ (Xρκ × t)×c cH
qui est W
H
⋊ π0(κ)-e´quivariant, induit un homomorphisme ν
∗J1 → J1H .
On a ve´rifie´ que cet homomorphisme est un isomorphisme au-dessus de
l’ouvert cG−rsH dans 1.9.2.
D’apre`s 2.4.8, on a un homomorphisme J → J1 qui induit un isomor-
phisme sur leur sous-sche´ma ouvert des composantes neutres des fibres.
Pour ve´rifier que l’homomorphisme ν∗J1 → J1H se restreint en un homo-
morphisme ν∗J → JH , il suffit de de´montrer que pour tout aH ∈ cH(k¯)
d’image a ∈ c(k¯), l’homomorphisme
π0(J
1
a)→ π0(J
1
H,aH
)
qui se de´duit de J1a → J
1
H,aH
, envoie le sous-groupe π0(Ja) ⊂ π0(J
1
a) dans
le sous-groupe π0(JH,aH ) ⊂ π0(J
1
H,aH
). Puisque l’ensemble des racines de
H est un sous-ensemble de l’ensemble des racines pour G, les conditions
qui de´limitent le sous-groupe π0(JH,aH ) dans le groupe π0(J
1
H,aH
) sont
satisfaites par les e´le´ments de π0(Ja) cf. 2.4.5. La proposition suit.
3. Fibres de Springer affines
Par analogie avec les fibres de Springer dans la re´solution simultane´e
de Grothendieck-Springer, Kazhdan et Lusztig ont introduit les fibres
de Springer affines et ont e´tudie´ leur proprie´te´ ge´ome´trique. Goresky,
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Kottwitz et MacPherson ont re´alise´ le lien entre les fibres de Springer
affine et les inte´grales orbitales stables via le comptage de points de
certain quotient des fibres de Springer affines. Dans ce chapitre, nous
allons passer en revue les proprie´te´ ge´ome´triques des fibres de Springer
affine suivant Kazhdan et Lusztig en donnant quelques comple´ments. Le
comptage de points sera revu dans le chapitre 8.
Voici les notations qui seront utilise´es dans ce chapitre. Soient k un
corps fini a` q e´le´ments et k¯ une cloˆture se´parable de k. Soient Fv un
corps local d’e´gales caracte´ristiques, Ov son anneau des entiers dont le
corps re´siduel kv est une extension finie de k. On notera Xv = Spec(Ov)
le disque formel associe´ et X•v le disque formel pointe´. Soient v le point
ferme´ de Xv et ηv son point ge´ne´rique.
Soient O¯v = Ov⊗ˆkk¯ et X¯v = Spec(O¯v). L’ensemble des composantes
connexes de X¯v est en bijection l’ensemble des plongements de l’extension
kv de k dans k¯
X¯v =
⊔
v¯:kv→k¯
X¯v¯.
En choisissant un point ge´ome´trique η¯v dans la fibre ge´ome´trique de
X¯v¯, on obtient la suite exacte habituelle
1→ Iv → Γv → Gal(k¯/k¯v)→ 1
ou` Γv = π1(ηv, η¯v) est le groupe de Galois de Fv et Iv = π1(X¯v¯, η¯v) son
sous-groupe d’inertie.
Soit G une forme quasi-de´ploye´e de G sur Xv associe´e a` un Out(G)-
torseur ρG. En choisissant un point ge´ome´trique de η¯Out,v de ρG au-dessus
de η¯v, on obtient un homomorphisme ρ
•
G : Γv → Out(G) qui se factorise
a` travers Gal(k¯/kv). Au-dessus de X¯v, ρG est le torseur trivial. Le point
de η¯Out,v fournit une trivialisation de ρG au-dessus de X¯v¯.
3.1. Rappels sur la grassmannienne affine. — Pour tout k-sche´ma
S, notons Xv×ˆS la comple´tion v-adique de Xv × S et X
•
v ×ˆS l’ouvert
comple´mentaire de {v} × S dans Xv×ˆS. La grassmannienne affine est le
foncteur Gv qui associe a` tout k-sche´ma le groupo¨ıde des G-torseurs Ev
sur Xv×ˆS munis d’une trivialisations sur X
•
v ×ˆS. Notons qu’un automor-
phisme de Ev, trivial sur X
•
v ×ˆS est ne´cessairement trivial de sorte que ce
groupo¨ıde est une cate´gorie discre`te. On pourra aussi bien le remplacer
par l’ensemble des classes d’isomorphisme.
D’apre`s [4] et [21], on sait que Gv est strictement repre´sentable par un
ind-sche´ma sur k. Plus pre´cise´ment, il existe syste`me injectif de k-sche´mas
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projectifs dont les fle`ches sont immersions ferme´es et dont la limite in-
ductive repre´sente le foncteur Gv. Comme G est un sche´ma en groupes
de fibres connexes, l’ensemble des k-points de Gv s’exprime comme un
quotient
Gv(k) = G(Fv)/G(Ov).
Quand G = GLr, cet ensemble s’identifie naturellement a` l’ensemble des
Ov-re´seaux dans le Fv-espace vectoriel F
⊕r
v .
La meˆme de´finition vaut quand on remplace k par k¯, Xv par X¯v¯ pour
tout plongement v¯ : kv → k¯. On a alors la grassmannienne affine Gv¯
de´finie sur k¯. On a la formule
G⊗k k¯ =
∏
v¯:kv→k¯
Gv¯.
3.2. Fibres de Springer affines. — Nous gardons les notations de
1.3. En particulier, on a un sche´ma c au-dessus de Xv obtenu par torsion
exte´rieure de l’espace des polynoˆmes caracte´ristiques  de g comme dans
le the´ore`me de Chevalley 1.1.1.
Notons
c♥(Ov) = c(Ov) ∩ c
rs(Fv)
l’ensemble des Ov-points de c dont la fibre ge´ne´rique est re´gulie`re semi-
simple. Rappelons qu’on a la section de Kostant ǫ : c → greg cf. 1.3.4.
Pour tout a ∈ c♥(Ov), on a un point
[ǫ](a) ∈ [greg/G]
qui consiste en le G-torseur triviale E0 sur Xv et une section γ0 ∈
Γ(Xv, ad(E0)) ayant a comme polynoˆme caracte´ristique.
Pour chaque a ∈ c♥(Ov), on de´finit la fibre de Springer affine Mv(a)
comme suit. Le foncteur Mv(a) associe a` tout k-sche´ma S le groupo¨ıde
des couples (E, φ) forme´ d’unG-torseur E surXv×ˆS et d’une section φ de
ad(E), munis d’un isomorphisme avec (E0, γ0) sur X
•
v ×ˆS. En particulier
[χ](E, φ) = [χ](E0, γ0) = a.
Notons que par construction, le G-torseur E0 est le torseur trivial si
bien que E de´termine un point de la Grassmannienne affine.
Proposition 3.2.1. — Le foncteur d’oubli (E, φ) 7→ E de´finit un mor-
phisme de la fibre de Springer affineMv(a) dans la grassmannienne affine
Gv qui est une immersion ferme´e. En particulier, Mv(a) est strictement
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repre´sentable par un ind-sche´ma. De plus, le re´duit Mredv (a)de Mv(a) est
repre´sentable par un sche´ma localement de type fini.
De´monstration. — La premie`re assertion est imme´diate. La seconde as-
sertion a e´te´ de´montre´e par Kazhdan et Lusztig [34].
Conside´rons l’ensemble des k-points de Mv(a). Soit (E, φ) un objet de
Mv(a, k). Les fibres ge´ne´riques de E et de E0 e´tant identifie´es, la donne´e
de E consiste en une classe g ∈ G(Fv)/G(Ov). Puisque φ est identifie´e
a` γ0 sur la fibre ge´ne´rique, pour que φ de´finisse une section sur Xv de
ad(E)⊗D, il faut et il suffit que ad(g)−1γ0 ∈ g(Ov). On a donc
Mv(a, k) = {g ∈ G(Fv)/G(Ov) | ad(g)
−1γ0 ∈ g(Ov)}.
Nous allons maintenant conside´rer une variation triviale de la construc-
tion pre´ce´dente en pre´sence d’un faisceau inversible D′ sur Xv. Cette va-
riation sera ne´cessaire pour re´aliser le passage entre les fibres de Springer
affines et les fibres de Hitchin.
Soient D = D′⊗2 et hD : Xv → BGm le morphisme dans le classifiant
de Gm correspondant au fibre´ en droites D. Fixons un morphisme ha :
Xv → [c/Gm] qui s’inse`re dans le diagramme commutatif :
Xv
ha //
hD ##G
GG
GG
GG
GG
[c/Gm]

BGm
Notons [ǫ]D
′
(a) le point de Kostant de a construit comme dans le lemme
2.2.5. On notera a• et h•a les restrictions de a et de ha a` X
•
v et on notera
le point de Kostant associe´ [ǫ]D
′
(a•).
De´finition 3.2.2. — On de´finit la fibre de Springer Mv(a) comme le
foncteur qui associe a` tout k-sche´ma S l’ensemble Mv(a, S) des classes
d’isomorphisme des morphismes hE,φ : Xv×ˆS → [g/G ×Gm] s’inse´rant
dans le diagramme commutatif
Xv×ˆS
hE,φ
//
ha &&M
MM
MM
MM
MM
M
[g/G×Gm]
[χ]

[c/Gm]
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munis d’un isomorphisme entre la restriction de hE,φ a` X
•
v ×ˆS, et le point
de Kostant [ǫ]D
′
(a•).
La meˆme de´finition vaut quand on remplace k par k¯, Xv par X¯v¯ pour
tout plongement v¯ : kv → k¯. Pour tout a ∈ c(O¯v¯) ∩ c
rs(F¯v¯), on a alors la
fibre de Springer affine Mv¯(a) de´finie sur k¯. Pour tout a ∈ c(Ov)∩c
rs(Fv),
on a la formule
Mv(a)⊗k k¯ =
∏
v¯:kv→k¯
Mv¯(a).
3.3. Syme´tries d’une fibre de Springer affine. — Le centralisateur
re´gulier permet de de´finir le groupe des syme´tries d’une fibre de Springer
affine. Soient a ∈ c♥(Ov) et ha : Xv → c le morphisme correspondant.
Soit Ja = h
∗
aJ l’image re´ciproque du centralisateur re´gulier.
Conside´rons le groupo¨ıde de Picard Pv(Ja) fibre´ au-dessus de Spec(k)
qui associe a` tout k-sche´ma S le groupo¨ıde de Picard Pv(Ja, S) des Ja-
torseurs sur Xv×ˆS munis d’une trivialisation sur X
•
v ×ˆS. On peut ve´rifier
que pour tout k-sche´ma S, Pv(Ja, S) est une cate´gorie de Picard discre`te.
De plus, le foncteur qui associe a` S le groupe des classes d’isomorphisme
de Pv(Ja, S) est repre´sentable par un ind-sche´ma en groupes sur k qu’on
notera Pv(Ja). Le groupe des k¯-points Pv(Ja, k) s’identifie canoniquement
au quotient Ja(F¯v)/Ja(O¯v). Si les fibres de Ja sont connexes, l’ensemble
des k-points de Pv(Ja) s’identifie au quotient Ja(Fv)/Ja(Ov).
Le lemme 2.1.1 permet de de´finir une action de Pv sur Mv. En effet,
pour tout (E, φ) ∈ Ma(S), on a un homomorphisme de faisceaux en
groupes au-dessus de Xv×ˆS
Ja −→ Aut(E, φ)
qui se de´duit de 2.1.1. Ceci permet de tordre (E, φ) par un Ja-torseur sur
Xv×ˆS qui est trivialise´ sur X
•
v ×ˆS.
Sur les k-points, on peut de´crire concre`tement cette action. Pour sim-
plifier l’exposition, supposons que Ja a des fibres connexes. L’action du
groupe Pv(Ja, k) = Ja(Fv)/Ja(Ov) sur l’ensemble
Mv(a, k) = {g ∈ G(Fv)/G(Ov) | ad(g)
−1γ0 ∈ g(Ov)}
se de´crit concre`tement comme suit. D’apre`s 2.1.1, il existe un isomor-
phisme canonique de Ja(Fv) sur le centralisateur Gγ0(Fv) de γ0 qu’on va
noter j 7→ θ(j). On fait agir Ja(Fv) sur l’ensemble des g ∈ G(Fv) tels que
ad(g)−1(γ0) ∈ g(Ov) par j.g = θ(j)g. Pour que ceci induise une action de
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Ja(Fv)/Ja(Ov) surMv(a, k), il faut et il suffit que pour tout g ∈Mv(a, k),
on a l’inclusion
θ(Ja(Ov)) ⊂ ad(g)G(Ov).
Soit γ = ad(g)−1γ0 ∈ g(Ov). D’apre`s 2.1.1, l’isomorphisme ad(g)
−1 ◦ θ :
Ia → Gγ0 se prolonge en un homomorphisme de Xv-sche´mas en groupes
sur
ad(g)−1 ◦ θ : Ja −→ Iγ
ce qui implique en particulier que
θ(Ja(Ov)) ⊂ ad(g)(Iγ0(Ov)) ⊂ ad(g)G(Ov).
Nous conside´rons le sous-foncteur Mregv (a) de la fibre de Springer affine
Mv(a) dont les points sont les morphismes hE,φ : Xv → [g/G×Gm] qui
se factorisent par l’ouvert [greg/G×Gm]. Il est clair que M
reg
v (a) est un
ouvert de Mv(a).
Lemme 3.3.1. — L’ouvert Mregv (a) est un espace principal homoge`ne
sous l’action de Pv(Ja).
De´monstration. — C’est une conse´quence du lemme 2.2.1.
Soit v¯ : kv → k¯. Pour tout a ∈ c(O¯v¯) ∩ c
rs(F¯v¯), on a le groupe des
symme´tries Pv¯(Ja) de´finie sur k¯ de la fibre affine Mv¯(a). Si a ∈ c(Ov) ∩
crs(Fv), on a la formule
Pv(Ja)⊗k k¯ =
∏
v¯:kv→k¯
Pv¯(Ja).
Dans la suite du chapitre, on va passer a` k¯ et discuter des proprie´te´s
ge´ome´triques de Pv¯(Ja). Rappelons qu’au-dessus de X¯v¯, G est un groupe
de´ploye´.
3.4. Quotient projectif d’une fibre de Springer affine. — Soit
a ∈ c(O¯v¯) dont la fibre ge´ne´rique est dans c
rs(F¯v¯). D’apre`s Kazhdan
et Lusztig, le foncteur Mv¯(a) a un sche´ma re´duit sous-jacent M
red
v¯ (a)
qui est localement de type fini cf. 3.2.1 et [34]. Ils ont aussi de´montre´
que Mredv¯ (a), quotiente´ par un groupe discret convenable, est un sche´ma
projectif. Rappelons leur e´nonce´ de fac¸on plus pre´cise.
Soit Λ le quotient libre maximal de π0(Pv¯(Ja)). Choisissons un rele`ve-
ment arbitraire
Λ→ Pv¯(Ja)
qui induit une action de Λ sur Mv¯(a) et M
red
v¯ (a).
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Proposition 3.4.1. — Le groupe discret Λ agit librement sur Mredv¯ (a)
et le quotient Mredv¯ (a)/Λ est un k¯-sche´ma projectif.
De´monstration. — La proposition 1 de [34, page 138] montre que Λ
agit librement sur Mredv¯ (a) et qu’en tronquant la fibre de Springer af-
fine re´duite Mredv¯ (a), on obtient des sche´mas projectifs qui se surjectent
sur le quotient Mredv¯ (a)/Λ. Il s’ensuit que le quotient est e´galement un
sche´ma projectif.
3.5. Approximation. — D’apre`s un the´ore`me bien connu de Harish-
Chandra, les inte´grales orbitales semi-simples re´gulie`res sont localement
constantes. Dans ce paragraphe, nous allons montrer une variante ge´ome´-
trique, plus forte, de ce the´ore`me.
Proposition 3.5.1. — Soient a ∈ c(Ov)∩c
rs(Fv), Ma la fibre de Sprin-
ger affine et Pv(Ja) le groupe des syme´tries de Mv(a). Il existe alors
un entier N tel que pour toute extension finie k′ de k, pour tout a′ ∈
c(Ov ⊗k k
′) tel que
a ≡ a′ mod ǫNv ,
la fibre de Springer affine Mv(a
′) munie de l’action de Pv(Ja′) est iso-
morphe a` Mv(a)⊗k k
′ munie de l’action de Pv(Ja)⊗k k
′.
De´monstration. — Conside´rons le reveˆtement came´ral X˜a,v deXv associe´
a` a construit en formant le diagramme carte´sien
X˜a,v
πa

// t

Xv a
// c
Le morphisme πa est fini plat et ge´ne´riquement e´tale. Le reveˆtement X˜a,v
est muni d’une action de W qui se de´duit de l’action de W sur t. On
associe aussi a` a′ ∈ c(Ov⊗k k
′) son reveˆtement came´ral X˜a′,v → Xv⊗k k
′.
Lemme 3.5.2. — Soit a ∈ c(Ov)∩ c
rs(Fv). Il existe un entier N tel que
pour toute extension finie k′ de k, pour tout a′ ∈ c(Ov ⊗k k
′) tel que
a ≡ a′ mod ǫNv ,
le reveˆtement X˜a′,v de Xv ⊗k k
′ muni de l’action de W est isomorphe au
reveˆtement X˜a,v ⊗k k
′ muni de l’action de W . On peut demander en plus
que l’isomorphisme rele`ve l’isomorphisme e´vident module ǫNv .
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De´monstration. — C’est un cas particulier d’un lemme d’Artin-Hironaka
[3, lemme 3.12]. La seconde assertion est implicite dans la de´monstration
d’Artin.
Supposons que les reveˆtement came´raux X˜a,v et X˜a′,v de Xv ⊗k k
′ sont
isomorphes, de´montrons queMv(a)⊗kk
′ munie de l’action de Pv(Ja)⊗kk
′
et Mv(a
′) munie de l’action de Pv(Ja′) sont isomorphes. En remplac¸ant
k par k′, on peut de´sormais supposer k = k′ .
Pour cela, il nous faut une description de la fibre de Springer affine
en termes du centralisateur re´gulier. Soit γ0 = ǫ(a) : Xv → g la section
de Kostant de a. On a alors un isomorphisme canonique entre Ja et
le Xv-sche´ma en groupes Iγ0 = γ
∗
0I ou` I est le sche´ma en groupes des
centralisateurs au-dessus de g. L’homomorphisme e´vident Iγ0 → G induit
un homomorphisme injectif de fibre´s vectoriels sur Xv
Lie(Iγ0)→ g.
L’e´nonce´ suivant montre que la fibre de Springer affine Mv(a) ne de´pend
pas de γ0 mais seulement de la sous-alge`bre de Lie commutative Lie(Iγ0)
de g.
Lemme 3.5.3. — Soit g ∈ G(Fv). Alors on a ad(g)
−1(γ0) ∈ g(Ov) si
et seulement si ad(g)−1Lie(Iγ0) ⊂ g(Ov).
De´monstration. — Comme γ0 ∈ Lie(Iγ0), ad(g)
−1Lie(Iγ0) ⊂ g(Ov) im-
plique imme´diatement ad(g)−1(γ0) ∈ g(Ov). Inversement, soit g ∈ G(Fv)
tel que γ = ad(g)−1(γ0) ∈ g(Ov). Soit Iγ = γ
∗I. Le fait cf. 2.1.1 que
l’isomorphisme en fibre ge´ne´rique
ad(g)−1 : Ja,Fv = Iγ0,Fv → Iγ,Fv
se prolonge en un homomorphisme Ja → Iγ implique en particulier que
ad(g)−1Lie(Iγ0) ⊂ g(Ov).
Pour terminer la de´monstration de la proposition 3.5.1, il suffit de
de´montrer le lemme suivant.
Lemme 3.5.4. — Soient a, a′ ∈ c(Ov)∩ crs(Fv) tels que a ≡ a
′ mod ǫv.
Supposons qu’il existe un isomorphisme entre les reveˆtements came´raux
X˜a,v et X˜a′,v munis de l’action de W qui rele`ve l’isomorphisme e´vident
dans la fibre spe´ciale. Soient γ0 = ǫ(a) la section de Kostant de a et
γ′0 = ǫ(a
′) la section de Kostant de a′. Soient Iγ0 et Iγ′0 les sous-sche´mas
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en groupes de G centralisateurs des sections γ0 et γ
′
0. Alors il existe g ∈
G(Ov) tel que
ad(g)−1Iγ0 = Iγ′0 .
De´monstration. — Ce lemme est une conse´quence d’un re´sultat de Do-
nagi et Gaitsgory [19, the´ore`me 11.8]. Pour la commodite´ du lecteur, nous
allons en extraire la portion utile a` notre propos. Puisque les sche´mas en
groupes Iγ0 et Iγ′0 sont comple`tement de´termine´s par les reveˆtements
came´raux X˜a,v respectivement X˜a′,v cf. 2.4.7, l’isomorphisme entre X˜a,v
et X˜a′,v induit un isomorphisme ι : Iγ0 → Iγ′0 . Cet isomorphisme trans-
porte γ0 ∈ Lie(Iγ0) en un e´le´ment ι(γ0) ∈ Lie(Iγ′0). Puisque les fibres
spe´ciales de ι(γ0) et γ
′
0 co¨ıncident, ι(γ0) : Xv → g se factorise par l’ou-
vert greg. On en de´duit l’e´galite´ Iι(γ0) = Iγ′0 de sous-sche´mas en groupes
de G.
On dispose de deux sections
γ0, ι(γ0) : Xv → g
reg
qui ont le meˆme polynoˆme caracte´ristique a et qui sont e´gales module ǫv.
Puisque le morphisme
G×X g
reg → greg ×c g
reg
est un morphisme lisse, il existe g ∈ G(Ov) tel que g ≡ 1 mod ǫv et tel
que ad(g−1(γ0)) = ι(γ0). On en de´duit que
ad(g)−1(Iγ0) = Iι(γ0) = Iγ′0 .
C’est ce qu’on voulait.
3.6. Cas line´aire. — Examinons maintenant les fibres de Springer
affines du groupe line´aire en suivant la pre´sentation de Laumon [50].
Nous re´fe´rons a` [57] pour une discussion similaire dans le cas des groupes
classiques. Soit G = GL(r).
On garde les notations fixe´es au de´but de ce chapitre. Un point a ∈
c(O¯v¯) est repre´sente´ par un polynoˆme unitaire de degre´ r de variable t
P (a, t) = tr − a1t
r−1 + · · ·+ (−1)rar ∈ O¯v¯[t]
Formons la O¯v¯-alge`bre finie et plate de rang r
B = O¯v¯[t]/P (a, t)
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et notons E = B ⊗O¯v¯ F¯v¯. L’hypothe`se a ∈ c
♥(O¯v¯) implique que E est
une F¯v¯-alge`bre finie e´tale de dimension r. On peut e´crire E comme un
produit E1 × · · · × Es de s extensions se´parables de F¯v¯ avec s ≤ r.
3.6.1. — Dans cette situation, on a une description de la fibre de Sprin-
ger en termes des re´seaux. Les k¯-points de la fibre de Springer Mv¯(a)
est l’ensemble des B-re´seaux dans E c’est-a`-dire des B-modules L qui
sont contenus dans le F¯v¯-espace vectoriel E comme un O¯v¯-re´seau. Les
k¯-points de la partie re´gulie`re Mregv¯ (a) consistent des B-re´seaux de E qui
sont des B-modules libres. Les k¯-points du groupe des syme´tries Pv¯(Ja)
est le groupe E×/B×.
3.6.2. — La normalisation B♭ de B est l’anneau des entiers de Ev¯. On
a alors un de´vissage de E×/B×
1→ (B♭)×/B× → E×/B× → E×/(B♭)× → 1
ou` (B♭)×/B× est le groupe des k¯-points de la composante neutre du
groupe Pv¯(Ja). Par conse´quent, le groupe des composantes connexes
π0(Pv¯(Ja)) est canoniquement isomorphe a` E
×/(B♭)× qui est un groupe
abe´lien libre muni d’une base indexe´e par l’ensemble des composantes
connexes de Spec(B♭).
3.6.3. — Dans ce cas, la dimension de Pv¯(Ja) est e´gale a` l’invariant δ
de Serre
δv¯(a) = dim(Pv¯(Ja)) = dimk(B
♭/B).
Par ailleurs, cet entier peut eˆtre exprime´ en fonction du discriminant. Soit
dv¯(a) = valv¯(D(a)) la valuation v¯-adique du discriminant de a. D’apre`s
[66, III.3 proposition 5 et III.6 corollaire 1], on a la formule
δv¯(a) = (dv¯(a)− cv¯(a))/2
ou` cv¯(a) = r − s.
3.7. Dimension. — Dans [34], Kazhdan et Lusztig ont montre´ que
dim(Mv¯(a)) = dim(M
reg
v¯ (a)).
On peut en fait de´duire un e´nonce´ plus pre´cis a` partir de leurs re´sultats.
Proposition 3.7.1. — Le comple´mentaire de l’ouvert re´gulier Mregv¯ (a)
de la fibre de Springer Mv¯(a) est de dimension strictement plus petite
que celle de Mv¯(a).
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De´monstration. — Pour discuter de la dimension, on peut ne´gliger les
nilpotents dans les anneaux structuraux de Mv¯(a). Comme rappele´ dans
le paragraphe 3.2, Mv¯(a) est la sous-varie´te´ de la Grassmannienne affine
des g ∈ G(Fv¯)/G(Ov¯) tel que ad(g)
−1(γ0) ∈ g(Ov¯).
A la suite de Kazhdan et Lusztig, conside´rons aussi la sous-varie´te´
des points fixes Bv¯(a) des drapeaux affines fixes sous γ0 c’est-a`-dire
g ∈ G(Fv¯)/Iwv¯ tel que ad(g)
−1γ0 ∈ Lie(Iwv¯). Ici Iwv¯ est un sous-groupe
d’Iwahori de G(Ov¯). Dans [34], Kazhdan et Lusztig ont de´montre´ que les
fibres de Springer affines pour les sous-groupes d’Iwahori sont e´quidimen-
sionnelles. L’e´quidimensionalite´ des fibres de Springer classiques a e´te´
de´montre´e auparavant par Spaltenstein [69].
Le morphisme Bv¯(a) → Mv¯(a) est un morphisme fini au-dessus de
M
reg
v¯ (a). Les fibres au-dessus des point x ∈ Mv¯ −M
reg
v¯ sont non vides
et de dimension supe´rieure ou e´gale a` un. L’e´quidimensionalite´ de Bv¯(a)
implique donc que les composantes irre´ductibles de Ma −M
reg
a sont de
dimension strictement plus petite que dim(Mrega ).
Corollaire 3.7.2. — Si dim(Mv(a)) = 0, alors l’ouvert dense M
reg
v (a)
est Mv(a) tout entier.
Kazhdan et Lusztig ont aussi conjecture´ une formule qui exprime la
dimension ci-dessus en fonction du discriminant et d’un terme de´fectif
relie´ a` la monodromie qui a e´te´ de´montre´e plus tard par Bezrukavnikov
dans [7]. Rappelons cette formule.
Gardons les notations fixe´es au de´but de ce chapitre. Soit a : X¯v¯ →
c un morphisme dont l’image n’est pas contenue dans le diviseur du
discriminant DG. En prenant l’image re´ciproque de DG, on obtient un
diviseur de Cartier effectif de X¯v¯ supporte´ par son point ferme´. Son degre´
est un entier naturel que nous allons noter
dv¯(a) := degv¯(a
∗DG).
En prenant l’image re´ciproque du reveˆtement π : trs → crs par le
morphisme a : X¯•v¯ → c
rs, on obtient un W -torseur πa sur X¯
•
v¯ . Rappelons
qu’au-dessus de X¯v¯ la forme quasi-de´ploye´e se de´ploie canoniquement de
sorte qu’apre`s le changement de base a` X¯v¯, on a W =W. En choisissant
un point ge´ome´trique de ce torseur au-dessus du point ge´ome´trique η¯v¯ de
X¯v¯, on obtient un homomorphisme
(3.7.3) π•a : Iv →W
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Puisque p ne divise pas l’ordre de W, π•a se factorise par le quotient
mode´re´ Itamev de Iv de sorte que son image est un sous-groupe cyclique.
Notons
(3.7.4) cv¯(a) := dim(t)− dim(t
π•a(Iv)).
L’e´nonce´ suivant a e´te´ de´montre´ dans [7] par Bezrukavnikov.
Proposition 3.7.5. — On a les e´galite´s
dim(Mregv¯ (a)) = dim(Pv¯(Ja)) =
dv¯(a)− cv¯(a)
2
.
Nous allons noter δv¯(a) = dim(Pv¯(Ja)) et l’appeler l’invariant δ local.
3.8. Mode`le de Ne´ron. — La dimension de Pv¯(Ja) peut eˆtre cal-
cule´e autrement a` l’aide du mode`le de Ne´ron de Ja. En fait, le mode`le
de Ne´ron nous permet d’analyser comple`tement la structure de Pv¯(Ja).
D’apre`s Bosch, Lutkebohmer et Raynaud [9], il existe un unique sche´ma
en groupes lisse de type fini J ♭a sur X¯v¯ de meˆme fibre ge´ne´rique que Ja
et maximal pour cette proprie´te´ c’est-a`-dire pour tout autre sche´ma en
groupes lisse de type fini J ′ sur X¯v¯ de meˆme fibre ge´ne´rique, il existe
un homomorphisme canonique J ′ → J ♭a qui induit l’identite´ sur les fibres
ge´ne´riques. En particulier, on a un homomorphisme canonique Ja → J
♭
a.
Au niveau des points entiers, cet homomorphisme de´finit les inclusions
Ja(O¯v¯) ⊂ J
♭
a(O¯v¯) ⊂ Ja(F¯v¯).
ou` J ♭a(O¯v¯) est le sous-groupe borne´ maximal de Ja(Fv¯). On appellera J
♭
a le
mode`le de Ne´ron de Ja. Remarquons que dans la terminologie de [9], J
♭
a
sera appele´ le mode`le de Ne´ron de type fini a` distinguer avec leur mode`le
de Ne´ron qui est seulement localement de type fini.
En remplac¸ant dans la de´finition 3.3 de Pv¯(Ja) le sche´ma en groupes
Ja par son mode`le de Ne´ron J
♭
a, on obtient un ind-sche´ma en groupes
Pv¯(J
♭
a) sur k¯. L’homomorphisme de sche´mas en groupes Ja → J
♭
a induit
un homomorphisme de ind-groupes
Pv¯(Ja)→ Pv¯(J
♭
a)
qui induit un de´vissage de Pv¯(Ja).
Lemme 3.8.1. — Le groupe Pv¯(J
♭
a) est home´omorphe a` un groupe abe´-
lien libre de type fini. L’homomorphisme pv¯ : Pv¯(Ja) → Pv¯(J
♭
a) est sur-
jectif. Le noyau Rv¯(a) de pv¯ est un sche´ma en groupes affine de type fini
sur k¯.
LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGE`BRES DE LIE 53
De´monstration. — Puisque J ♭a(O¯v¯) est le sous-groupe borne´ maximal
dans le tore Ja(F¯v¯), le quotient Ja(F¯v¯)/J
♭
a(O¯v¯) est un groupe abe´lien libre
de type fini. L’homomorphisme
Pv¯(Ja)(k¯) = Ja(F¯v¯)/Ja(O¯v¯)→ Ja(F¯v¯)/J
♭
a(O¯v¯) = Pv¯(J
♭
a)(k¯)
est manifestement surjectif.
Pour un entier N assez grand, Ja(Ov¯) contient le noyau de l’homomor-
phisme J ♭a(O¯v¯) −→ J
♭
a(O¯v¯/ε
N
v¯ O¯v¯). Il s’ensuit que Rv¯(a) est un quotient
de la restriction a` la Weil∏
Spec(O¯v¯/εNv¯ O¯v¯)/Spec(k¯)
J ♭a ⊗O¯v¯ (O¯v¯/ε
N
v¯ O¯v¯)
qui est un k¯-groupe alge´brique affine lisse de type fini. Le lemme s’en
de´duit.
Le mode`le de Ne´ron peut eˆtre explicitement construit a` l’aide de la
normalisation du reveˆtement came´ral. Notons X˜a,v¯ l’image re´ciproque de
t → c par le morphisme a : X¯v¯ → c. Conside´rons la normalisation X˜
♭
a,v¯
de X˜a,v qui est un sche´ma fini et plat au-dessus de X¯v¯ muni d’une action
de W . Puisque le corps re´siduel de X¯v¯ est alge´briquement clos, X˜
♭
a,v¯ est
un sche´ma semi-local complet re´gulier de dimension un.
Proposition 3.8.2. — Soit X˜♭a,v¯ = Spec(O˜
♭
v¯) la normalisation de X˜a,v¯.
Alors le mode`le de Ne´ron J ♭a de Ja est le groupe des points fixes sous
l’action diagonale de W dans la restriction des scalaires de X˜♭a,v¯ a` X¯v¯ du
tore T ×X¯v¯ X˜
♭
a,v¯
J ♭a =
∏
eX♭a,v¯/X¯v¯
(T ×X¯v¯ X˜
♭
a,v¯)
W .
De´monstration. — Notons π♭a le morphisme X˜
♭
a,v¯ → X¯v¯. Comme dans le
lemme 2.4.1, le sche´ma des points fixes sous l’action diagonale de W sur
la restriction des scalaires a` la Weil
∏
eX♭v¯/X¯v¯(T ×X¯v¯ X˜
♭
v¯) est un sche´ma en
groupes lisse de type fini sur X¯v¯. Il sera plus commode de raisonner avec
le faisceau (π♭a∗T )
W que repre´sente la restriction a` la Weil ci-dessus.
D’apre`s la description galoisienne du centralisateur re´gulier 2.4, la res-
triction de π♭∗a Ja a` X˜
♭•
a,v¯ = X˜
♭
a,v¯ ×X¯v¯ X¯
•
v¯ est canoniquement isomorphe
au tore T ×X¯•v¯ X˜
♭•
a,v¯. Le mode`le de Ne´ron de T ×X¯•v¯ X˜
♭•
a,v¯ e´tant le tore
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T ×X¯v¯ X˜
♭
a,v¯, on a un homomorphisme canonique
π♭∗a Ja −→ T ×X¯v¯ X˜
♭
a,v¯.
Par adjonction, on a un homomorphisme Ja −→ π
♭
a∗T . En fibre ge´ne´rique,
cet homomorphisme se factorise par le sous-tore des points fixes sous
l’action diagonale W dans T ×X¯•v¯ X˜
♭•
a,v¯. On en de´duit un homomorphisme
Ja −→ (π
♭
a∗T )
W . Le meˆme raisonnement s’applique en fait a` n’importe
quel sche´ma en groupes lisse de type fini ayant la meˆme fibre ge´ne´rique
que Ja. Le lemme en re´sulte donc.
Corollaire 3.8.3. — On a la formule
dim(Pv¯(Ja)) = dimk¯(t⊗O¯v¯ O˜
♭
v¯/O˜v¯)
W .
On obtient ainsi une autre formule pour l’invariant δv¯(a). Notons au
passage que l’entier cv¯(a) de 3.7.4 est e´gale a` la chute du rang torique du
mode`le de Ne´ron J ♭a c’est-a`-dire la diffe´rence entre r et le rang torique de
la fibre spe´ciale de J ♭a.
3.9. Composantes connexes. — Dans ce paragraphe, nous allons
de´crire le groupe des composantes connexes π0(Pv¯(a)).
Soit a : X¯v¯ → c un morphisme dont l’image n’est pas contenue dans
le diviseur discriminant. On a un alors un sche´ma en groupes lisse Ja
sur X¯v¯ dont la fibre ge´ne´rique est un tore. Soit J
0
a le sous-sche´ma en
groupes ouvert des composantes neutres de Ja. Au-dessus de F¯v¯, Ja est
un tore de sorte que l’homomorphisme J0a → Ja induit un isomorphisme
au-dessus de F¯v¯. En tant qu’homomorphisme de faisceaux en groupes
abe´liens, c’est un homomorphisme injectif dont le conoyau est supporte´
par la fibre spe´ciale de X¯v¯ avec comme fibre
π0(Ja,v¯) = Ja(O¯v¯)/J
0
a(O¯v¯).
Les inclusions J0a (O¯v¯) ⊂ Ja(O¯v¯) ⊂ Ja(F¯v¯) induisent une suite exacte
1→ π0(Ja,v)→ Ja(F¯v¯)/J
0
a(O¯v¯)→ Ja(F¯v¯)/Ja(O¯v¯)→ 1.
On a donc un homomorphisme surjectif
(3.9.1) Pv¯(J
0
a)→ Pv¯(Ja)
dont le noyau est le groupe fini π0(Ja,v). On en de´duit une suite exacte
π0(Ja,v)→ π0(Pv¯(J
0
a ))→ π0(Pv¯(Ja))→ 1.
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Pour de´terminer π0(Pv¯(Ja)), il suffit donc de de´crire le groupe π0(Pv¯(J
0
a ))
et l’image de la fle`che π0(Ja,v)→ π0(Pv¯(J
0
a )).
Comme dans le cas de la dualite´ de Tate-Nakayama, le groupe des com-
posantes connexes π0(Pa) s’exprime plus aise´ment a` l’aide de la dualite´.
Pour tout groupe abe´lien de type fini Λ, nous notons
Λ∗ = Spec(Qℓ[Λ])
le Qℓ-groupe diagonalisable de groupe des caracte`res Λ et inversement
pour tout Qℓ-groupe diagonalisable A, nous notons A
∗ son groupe des
caracte`res qui est un groupe abe´lien de type fini.
Pour e´crire des formules explicites, fixons une trivialisation de ρOut au-
dessus de X¯v. Ceci permet en particulier d’identifier W et W. Soit X˜
•
a,v¯
l’image re´ciproque du reveˆtement fini e´tale π : trs → crs par le morphisme
a : X¯v¯ → c. En choisissant un point ge´ome´trique de X˜a,v¯ au-dessus du
point ge´ome´trique η¯v de X¯v¯, on obtient un homomorphisme π
•
a : Iv →W.
Proposition 3.9.2. — Avec le choix d’un point ge´ome´trique de X˜a,v¯
au-dessus du point ge´ome´trique η¯v de X¯v¯, on a un isomorphisme cano-
nique entre groupes diagonalisables
π0(Pv¯(J
0
a ))
∗ = Tˆπ
•
a(Iv).
De meˆme, on a un isomorphisme
π0(Pv¯(Ja))
∗ = Tˆ(π•a(Iv))
ou` Tˆ(π•a(Iv)) est le sous-groupe de Tˆ
π•a(Iv) forme´ des e´le´ments κ ∈ Tˆ
tel que π0(Pv¯(J
0
a )) est contenu dans le groupe de Weyl de la composante
neutre Hˆ du centralisateur de κ dans Gˆ.
De´monstration. — Conside´rons le sche´ma en groupes des composantes
neutres J ♭,0a du mode`le de Ne´ron J
♭
a. Dans la terminologie de [9], c’est le
mode`le de Ne´ron connexe. Puisque J0a a des fibres connexes, l’homomor-
phisme J0a → J
♭
a se factorise par J
♭,0
a .
Lemme 3.9.3. — L’homomorphisme Pv¯(J
0
a )→ Pv¯(J
♭,0
a ) induit un iso-
morphisme de π0(Pv¯(J
0
a )) sur Ja(F¯v¯)/J
♭,0
a (O¯v¯).
De´monstration. — Comme J0a et J
♭,0
a a des fibres connexes, l’homomor-
phisme Pv¯(J
0
a) → Pv¯(J
♭,0
a ) induit un isomorphisme sur les groupes des
composantes connexes. Topologiquement, Pv¯(J
♭,0
a ) est le groupe discret
Ja(F¯v¯)/J
♭,0
a (O¯v¯).
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Pour tout tore A sur F¯v¯, on va conside´rer le mode`le de Ne´ron connexe
A♭,0 de A sur O¯v¯ et le groupe abe´lien de type fini A(F¯v¯)/A
♭,0(O¯v¯). On peut
ve´rifier cf. [60] que le foncteur A 7→ A(F¯v¯)/A
♭,0(O¯v¯) ve´rifie les axiomes
du lemme [39, 2.2]. Suivant Kottwitz, on obtient une formule ge´ne´rale
pour pour A(F¯v¯)/A
♭,0(O¯v¯) et en particulier, on obtient le lemme suivant.
Lemme 3.9.4. — Avec les notations ci-dessus, on a un isomorphisme
Ja(F¯v¯)/J
♭,0
a (O¯v¯) = (X∗)π•a(Iv).
La conjonction des deux lemmes pre´ce´dents donne l’isomorphisme
π0(Pv¯(J
0
a )) = (X∗)π•a(Iv)
qui induit par dualite´ la premie`re assertion du the´ore`me
π0(Pv¯(J
0
a ))
∗ = Tˆπ
•
a(Iv).
La de´monstration de la deuxie`me assertion utilise l’astuce des z-exten-
sions. Suivant [41, 7.5], il existe une suite exacte
1→ G→ G1 → C → 1
de sche´ma en groupes re´ductifs au-dessus de X qui se de´duit par torsion
exte´rieure d’une suite exacte de groupes re´ductifs de´ploye´s
1→ G→ G1 → C→ 1
ou` C est un tore et ou` G1 est un groupe re´ductif de centre connexe. Son
groupe dual Gˆ1 a un groupe de´rive´ simplement connexe. Il existe un tore
maximal T1 de G1 tel qu’on a une suite exacte
1→ T→ T1 → C→ 1.
En remplac¸ant G par G1, on va noter c1 a` la place de c. L’homo-
morphisme G→ G1 induit un morphisme α : c→ c1. Au-dessus de c1, on
a le sche´ma en groupes des centralisateurs re´guliers J1 qui est un sche´ma
en groupes lisse a` fibres connexes puisque le centre de G1 est connexe cf.
2.3.1. On a une suite exacte de sche´mas en groupes lisse commutatif
1→ J → α∗J1 → C → 1.
Soit a : X¯v¯ → c tel que a|X¯•v¯ est a` l’image dans c
rs. Notons encore α(a) :
X¯v¯ → c1 le morphisme obtenu en composant a avec α. Sur X¯v¯, on a une
suite exacte
1→ Ja → J1,α(a) → C → 1
avec Ja = a
∗J et (J1)α(a) = α(a)
∗J1.
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Proposition 3.9.5. — L’homomorphisme
π0(Pv¯(Ja))→ π0(Pv¯(J1,α(a)))
est injectif.
De´monstration. — Puisque J → α∗J1 est une immersion ferme´e, en par-
ticulier propre, on a Ja(O¯v¯) = Ja(F¯v¯) ∩ (J1)α(a)(O¯v¯). Il s’ensuit que l’ho-
momorphisme
jα(a) : Ja(F¯v¯)/Ja(O¯v¯)→ J1,α(a)(F¯v¯)/J1,α(a)(O¯v¯)
est injectif. Puisque C est un tore sur X¯v¯, C(F¯v¯)/C(O¯v¯) est un groupe
abe´lien libre de type fini et discret. La composante neutre de
J1,α(a)(F¯v¯)/J1,α(a)(O¯v¯)
appartient donc dans l’image de jα(a). Par conse´quent, jα(a) induit un
isomorphisme entre la composante neutre de Ja(F¯v¯)/Ja(O¯v¯) et celle de
J1,α(a)(F¯v¯)/J1,α(a)(O¯v¯). Il en re´sulte que l’homomorphisme π0(Pv¯(Ja)) →
π0(Pv¯((J1)α(a))) est injectif.
Corollaire 3.9.6. — Il existe un isomorphe canonique entre π0(Pv¯(Ja))
et l’image de l’homomorphisme
π0(Pv¯(J
0
a))→ π0(Pv¯(J1,α(a))).
De´monstration. — En plus de la proposition pre´ce´dente, il suffit d’invo-
quer la surjectivite´ de π0(Pv¯(J
0
a))→ π0(Pv¯(Ja)).
En choisissant un point ge´ome´trique de X˜•a,v¯, on peut identifier le
groupe π0(Pv¯(Ja)) a` l’image de l’homomorphisme
(X∗)Iv → (X1,∗)Iv
ou` X1,∗ = Hom(Gm,T1). Notons que l’e´galite´ π0(Pv¯(J1,α(a))) = (X1,∗)Iv
re´sulte de la connexite´ des fibres de J1 et de 3.9.4. Dualement, il existe
un isomorphisme entre le sous-groupe Spec(Qℓ[π0(Pv¯(Ja))]) de Tˆ
Iv et
l’image de l’homomorphisme
Tˆ
Iv
1 = Spec(Qℓ[(X1,∗)Iv ])→ Spec(Qℓ[(X∗)Iv ]) = Tˆ
Iv .
Il reste maintenant a` de´montrer que l’image de TˆIv1 dans Tˆ
Iv est bien
le sous-groupe des e´le´ments κ ∈ Tˆ tels que π•a(Iv) soit contenu dans le
groupe de Weyl de la composante neutre Hˆ du centralisateur Gˆκ. Pour
tout κ ∈ Tˆ, pour tout κ1 ∈ Tˆ1 d’image κ, le centralisateur Hˆ1 de κ1 dans
Gˆ1 est connexe et son image dans Gˆ est Hˆ. En effet, Gˆ1 a un groupe
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de´rive´ simplement connexe de sorte que le centralisateur d’un e´le´ment
semi-simple de Gˆ1 est connexe. On en de´duit ce qu’on voulait.
On a une autre description de π0(Pv¯(Ja)) plus explicite mais finalement
moins commode a` l’usage.
Proposition 3.9.7. — Avec le choix d’un point ge´ome´trique de X˜a,v¯
au-dessus du point ge´ome´trique η¯v de X¯v¯, on a un isomorphisme entre
π0(Pv¯(Ja)) est le conoyau du compose´ de deux fle`ches
π0(ZG)→ π0(T
π•a(Iv))→ (X∗)π•a(Iv)
dont la premie`re se de´duit de l’homomorphisme e´vident Z
G
→ Tπ
•
a(Iv)
et dont la seconde est un isomorphisme canonique de π0(T
π•a(Iv)) sur la
partie de torsion de (X∗)π•a(Iv).
De´monstration. — On sait que π0(Pv¯(Ja)) est le conoyau de l’homo-
morphisme π0(Ja,v) → π0(Pv¯(J
0
a )). D’apre`s 2.3.2, on sait que π0(Ja,v)
et π0(ZG) ont la meˆme image dans (X∗)π•a(Iv).
3.10. Densite´ de l’orbite re´gulie`re. — On reporte a` la section 4.14
pour une esquisse de la de´monstration de la proposition suivante. Elle se
de´duira de son analogue global qui sera de´montre´e de manie`re de´taille´e.
Seul analogue global sera utilise´ dans la suite de l’article.
Proposition 3.10.1. — L’ouvert Mregv (a) est dense dans Mv(a).
Notons qu’on sait de´ja` que le ferme´ comple´mentaire Mv(a)−M
reg
v (a)
est de dimension strictement plus petite que que dim(Mregv (a)) cf. 3.7.1.
Corollaire 3.10.2. — L’ensemble des composantes irre´ductibles de la
fibre de Springer affine Mv(a) est en bijection canonique avec le groupe
des composantes connexes du groupe Pv(Ja).
De´monstration. — On a en effet un isomorphisme Pv(Ja)→M
reg
v (a) en
faisant agir Pv(Ja) sur le point de Kostant.
3.11. Le cas d’un groupe endoscopique. — Soit H un groupe
endoscopique de G au sens de 1.8. Soit aH ∈ cH(O¯v¯) d’image a ∈
c(O¯v¯)∩ c
rs(F¯v¯). Il n’y a pas de relation directe entre les fibres se Springer
affines MH,v(aH) et Mv(a). Il y a pourtant une relation e´vidente entre
leurs groupes de syme´tries.
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On alors deux X¯v¯-sche´mas en groupes Ja = a
∗J et JH,aH = a
∗
HJH qui
sont relie´s par un homomorphisme
µaH : Ja → JH,aH
qui est un isomorphisme au-dessus du disque pointe´ X¯•v¯ . Cet homomor-
phisme est construit en prenant l’image re´ciproque par aH de l’homo-
morphisme µ construit dans 2.5.1.
Soit RGH,v¯(aH) le groupe alge´brique affine sur k¯ dont le groupe des
k¯-points est
Rv¯(aH)(k¯) = JH,aH (O¯v¯)/Ja(O¯v¯).
On a alors la suite exacte
(3.11.1) 1→ RGH,v¯(aH)→ Pv¯(Ja)→ Pv¯(JH,aH )→ 1.
Lemme 3.11.2. — On a
dim(RGH,v¯(aH)) = r
G
H,v¯(aH)
ou` rGH,v¯(aH) = degv¯(a
∗
HR
H
G ), le diviseur R
H
G de cH e´tant de´fini dans
1.10.3.
De´monstration. — En vertu de la suite exacte 3.11.1, on a
dim(RGH,v¯(aH)) = dim(Pv¯(Ja))− dim(Pv¯(JH,aH )).
Comme l’homomorphisme JH,aH → Ja est un isomorphisme dans la fibre
ge´ne´rique, on l’e´galite´
cv¯(aH) = cv¯(a)
ou` cv¯(aH) et cv¯(a) sont les invariants galoisiens qui apparaissent dans la
formule de dimension de Bezrukavnikov cf. 3.7.5. En appliquant cette
formule a` a et aH , on trouve
dim(RGH,v¯(aH)) = degv¯(a
∗DG)− degv¯(a
∗
HDH).
Il suffit maintenant d’e´voquer 1.10.3 pour conclure.
Soit maintenant aH ∈ cH(Ov) d’image a ∈ c(Ov) ∩ c
rs(Fv). Avec la
meˆme de´finition que ci-dessus, on obtient un groupe Rv(aH) de´fini sur k.
On a la formule
RGH,v(aH)⊗k k¯ =
∏
v¯:kv→k¯
Rv¯(a)
qui implique la formule de dimension
dimRGH,v(aH) = deg(kv/k) degv(a
∗
HR
H
G ).
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En identifiant Pv(Ja) avec l’ouvert M
reg
v (a) de Mv(a) et en identifiant
Pv(JH,aH ) avec l’ouvert MH,v(aH), puis en prenant l’adhe´rence du graphe
de l’homomorphisme µaH dans Mv(a) ×Mv(aH), on obtient une corres-
pondance inte´ressante entre ces deux fibres de Springer affines. Nous
n’allons pas utiliser cette correspondance dans ce travail.
4. Fibration de Hitchin
Dans son article me´morable [32], Hitchin a observe´ que le fibre´ co-
tangent de l’espace de module des fibre´s stables sur une courbe forme
un syste`me hamiltonien comple`tement inte´grable. Pour cela, il construit
explicitement une famille de fonctions commutantes pour le crochet de
Poisson en nombre e´gal a` la moitie´ de la dimension de ce cotangent. Ces
fonctions de´finissent un morphisme de ce cotangent vers un espace affine
dont la fibre ge´ne´rique est essentiellement une varie´te´ abe´lienne. Ce mor-
phisme particulie`rement joli est souvent appele´ la fibration de Hitchin.
Nous adopterons un point de vue diffe´rent en conside´rant les fibres de
la fibration de Hitchin comme l’analogue global des fibres de Springer
affines. En particulier, nous remplac¸ons le fibre´ canonique de la courbe
par un fibre´ inversible de degre´ tre`s grand. En faisant ainsi, nous perdons
la forme symplectique tout en gardant une fibration ayant la meˆme allure
que la fibration originale de Hitchin.
Comme nous avons observe´ dans [55], le comptage des points dans
un corps fini de la fibration de Hitchin ge´ne´ralise´e dans ce sens donne
formellement le coˆte´ ge´ome´trique de la formule des traces pour l’alge`bre
de Lie. Ceci continue a` nous servir de guide dans ce chapitre pour e´tudier
les proprie´te´s ge´ome´triques de la fibration de Hitchin. Le comptage de
points sera passe´ en revue dans le chapitre 8.
Notre outil favori pour explorer la ge´ome´trie de la fibration de Hitchin
f : M→ A et un un champ de Picard P→ A agissant surM. Cette action
est fonde´e sur la construction du centralisateur re´gulier 2. On de´montre
en particulier que qu’il existe un ouvert Mreg de M cf. 4.3.3 sur lequel P
agit simplement transitivement et qui est dense dans chaque fibre Ma cf.
4.14.1. On peut analyser la structure de Pa en de´tails graˆce a` la courbe
came´rale et a` la the´orie du mode`le de Ne´ron. Ceci permet en particulier de
de´finir un ouvert A♦ au-dessus duquel M est essentiellement un sche´ma
abe´lien.
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On fera aussi certains calculs utiles pour la suite comme le calcul des
dimension 4.4, celui du groupe des composante connexes de Pa cf. 4.10
et celui du groupe des automorphismes des fibre´s de Higgs cf. 4.11.
Le point cle´ de ce chapitre est la formule de produit 4.13.1 qui e´tablit
la relation entre la fibre de Hitchin et les fibres de Springer affine. Cette
formule a e´te´ de´montre´e dans [55]. Cette formule de produt joue un roˆle
crucial dans le chapitre sur le comptage 8 et en fait elle est e´galement en
filigrane dans la de´monstration du the´ore`me du support dans le chapitre
7.
On e´tablit enfin un lien entre la fibration de Hitchin de G et celle d’un
groupe endoscopique. Il existe un morphisme canonique ν : AH → A
et si aH 7→ a, on a un homomorphisme canonique µ : Pa → PH,aH . En
revanche, il n’y a pas de relation directe entre les fibres de Hitchin Ma
et MH,aH mais une correspondance qui se de´duit de µ. On utlisera pas
cette correspondance dans la suite de l’article mais il vaut probablement
le coup de l’exploiter davantage.
Voici les notations qui seront utilise´es dans ce chapitre. On fixe une
courbe X propre lisse et ge´ome´triquement connexe de genre g sur un
corps fini k. Soit k¯ une cloˆture alge´brique de k. On note X¯ = X ⊗k k¯.
On note F le corps des fonctions rationnelles sur F . Soit |X| l’ensemble
des points ferme´s de X . Chaque e´le´ment v ∈ |X| de´finit une valuation v :
F× → Z. Notons Fv la comple´tion de F par rapport a` cette valuation, Ov
son anneau des entiers et kv son corps re´siduel. On note Xv = Spec(Ov)
le disque formel en v et X•v = Spec(Fv) le disque formel pointe´.
Soit G un groupe de Chevalley avec un groupe de Weyl W dont
l’ordre n’est pas divisible par la caracte´ristique de k. Soit G un X-sche´ma
en groupes re´ductif forme quasi-de´ploye´e de G de´finie par un Out(G)-
torseur ρG sur X . G est alors muni d’un e´pinglage (T,B,x+). Repre-
nons la suite des notations de 1.3. En particulier, on a un X-sche´ma des
polynoˆmes caracte´ristique c, le morphisme de Chevalley χ : g → c ou`
g = Lie(G) et un morphisme fini plat π : t → c qui au-dessus de l’ou-
vert crs est un torseur sous le sche´ma en groupes fini e´tale W obtenu en
tordantW par ρG.
Nous fixons un fibre´ inversible D sur X qui est le carre´ D = D′⊗2 d’un
autre fibre´ inversible D′. De re`gle ge´ne´rale, nous supposons que le degre´
de D sera plus grand que 2g ou` g est le genre de X ce qui est contraire a`
[32] ou` D est le fibre´ canonique. Nous indiquerons ne´anmoins les endroits
ou` cette hypothe`se est vraiment ne´cessaire.
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Notons que Gm agit sur g et t par homothe´tie, et agit sur c de fac¸on
compatibles. On notera gD, tD et cD les objets tordus par le Gm-torseur
attache´ au fibre´ inversible D.
4.1. Rappels sur BunG. — Nous conside´rons le champ BunG qui as-
socie a` tout k-sche´ma S le groupo¨ıde des G-torseurs sur X×S. Le champ
BunG est un champ alge´brique au sens d’Artin [49]. Le groupo¨ıde des k-
points de BunG peut s’exprimer comme une re´union disjointe des doubles
quotients
BunG(k) =
⊔
ξ∈ker1(F,G)
[Gξ(F )\
∏ˇ
v∈|X|
G(Fv)/G(Ov)]
sur l’ensemble ker1(F,G) des G-torseurs sur F qui sont localement tri-
viaux. Ici, Gξ de´signe la forme inte´rieure forte de G sur F donne´e par la
classe ξ ∈ ker1(F,G) et le produit
∏ˇ
de´signe un produit restreint.
Pour tout v ∈ |X|, on dispose comme dans 3.1 de la grassmannienne
affine Gv et d’un morphisme
ζ : Gv −→ BunG
qui consiste a` recoller le G-torseur sur Xv×ˆS muni d’une trivialisation
sur X•v ×ˆS, avec le G-torseur trivial sur (X − v) × S. L’existence de ce
recollement formel est un re´sultat de Beauville et Laszlo [4]. Au niveau
des k-points, ce morphisme est le foncteur e´vident
G(Fv)/G(Ov) −→ [G(F )\
∏ˇ
v∈|X|
G(Fv)/G(Ov)]
qui envoie gv ∈ G(Fv)/G(Ov) sur l’uplet constitue´ de gv et des e´le´ments
neutres de G(Fv′)/G(Ov′) pour toutes les places v
′ 6= v.
4.2. Construction de la fibration. — Rappelons la de´finition de
l’espace de module de Hitchin.
De´finition 4.2.1. — L’espace total de Hitchin est le groupo¨ıde fibre´
M qui associe a` tout k-sche´ma S le groupo¨ıde M(S) des couples (E, φ)
constitue´ d’un G-torseur E sur X × S et d’une section
φ ∈ H0(X × S, ad(E)⊗OX D)
ou` ad(E) est le fibre´ en alge`bres de Lie obtenu en tordant g muni de
l’action adjointe par le G-torseur E.
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4.2.2. — Il revient au meˆme de dire que M(S) est le groupo¨ıde des
morphismes hE,φ qui s’inse`rent dans le diagramme commutatif :
X × S → [gD/G].
Ce champ est un fibre´ vectoriel au-dessus du champ alge´brique BunG
classifiant les G-torseurs au-dessus de X si bien qu’il est lui-meˆme un
champ alge´brique.
4.2.3. — Le morphisme caracte´ristique de Chevalley χ : g → c induit
un morphisme
[χ] : [gD/G]→ cD.
On obtient un morphisme
f : M→ A
ou` pour tout k-sche´ma S, A(S) est le groupo¨ıde des morphismes a qui
s’inse`rent dans le diagramme commutatif :
a : X × S → cD.
Il revient au meˆme de dire que A est l’ensemble des sections du fibre´
vectoriel cD au-dessus de X . Il s’ensuit que A est un k-espace vectoriel
de dimension finie.
4.2.4. — E´tant donne´e une racine carre´ D′ de D, on obtient une section
ǫD′ : A → M du morphisme f : M → A en utilisant 2.2.5. Cette section
est essentiellement la meˆme que les sections qu’a construites Hitchin de
fac¸on plus explicite dans le cas des groupes classiques. On l’appellera la
section de Kostant-Hitchin.
4.3. Syme´tries d’une fibre de Hitchin. — Comme pour les fibres
de Springer affines, la construction des syme´tries naturelles d’une fibre
de Hitchin est fonde´e sur le lemme 2.1.1, voir [55].
4.3.1. — Pour tout S-point a de A, on a un morphisme ha : X × S →
[c/Gm]. On note Ja = h
∗
aJ l’image re´ciproque de J sur [c/Gm] et on
conside`re le groupo¨ıde de Picard Pa(S) des Ja-torseurs au-dessus de X×
S. Quand a varie, cette construction de´finit un groupo¨ıde de Picard P
fibre´ au-dessus de A.
4.3.2. — L’homomorphisme χ∗J → I du lemme 2.2.1 induit pour tout
S-point (E, φ) au-dessus de a un homomorphisme
Ja → AutX×S(E, φ) = h
∗
E,φI.
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Par conse´quent, on peut tordre (E, φ) par n’importe quel Ja-torseur. Ceci
de´finit une action du groupo¨ıde de Picard Pa(S) fibre´ sur le groupo¨ıde
Ma(S). En laissant le point a varier, on obtient une action de P sur M
relativement a` la base A.
Comme pour les fibres de Springer affines, nous conside´rons l’ouvert
Mreg de M dont les points sont les morphisme hE,φ : X × S → [gD/G]
qui se factorisent par l’ouvert [gregD /G].
Proposition 4.3.3. — Mreg est un ouvert de M ayant des fibres non
vides au-dessus de A. De plus, c’est torseur sous l’action de P.
De´monstration. — Pour tout a ∈ A(k¯), le point [ǫ]D
′
(a) construit dans
cf. 2.2.5 est dans l’ouvert re´gulier. Ceci montre que le morphisme Mreg →
A a les fibres non vides. On de´duit du lemme 2.2.1 queMrega est un torseur
sous Pa.
4.3.4. — La section de Kostant-Hitchin 4.2.4 ǫD′ : A → M se factorise
par l’ouvert Mreg car la section de Kostant ǫ : c→ g se factorise a` travers
greg.
4.4. Dimensions. — Nous allons utiliser la meˆme notation cD pour
de´signer le X-sche´ma en vectoriels et le OX -module localement libre. Si
G est de´ploye´, le OX -module cD a une expression explicite
cD =
r⊕
i=1
D⊗ei
ou` e1, . . . , er sont des entiers naturels qui apparaissent dans 1.1.1. En
ge´ne´ral, cD prend cette forme apre`s un changement de base fini e´tale
ρ : Xρ → X qui de´ploie G. Par de´finition, le X-sche´ma en vectoriel cD
est
cD = Spec(SymOX (c
∗
D))
ou` SymOX [c
∗
D] est le faisceau en OX -alge`bre puissance syme´trique du OX -
module dual c∗D.
Lemme 4.4.1. — Si D > 2g−2, A est un k-espace affine de dimension
dim(A) = ♯Φdeg(D)/2 + r(1− g + deg(D))
ou` r est le rang de G et ♯Φ est le nombre de ses racines.
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De´monstration. — Soit ρ : Xρ → X le reveˆtement fini e´tale galosien
qui de´ploie G. Alors ρ∗cD est isomorphe a` une somme directe ρ
∗D⊗ei. Il
s’ensuit que
deg(cD) = (e1 + · · ·+ er) deg(D).
On a l’e´galite´
dimH0(X, cD) + dimH
1(X, cD) = (e1 + · · ·+ er) deg(D) + r(1− g)
par le the´ore`me de Riemann-Roch. On sait d’apre`s Kostant que les entiers
ei − 1 sont les exposants du syste`me de racines Φ de sorte que
e1 + · · ·+ er = r + ♯Φ/2.
Il suffit donc de de´montrer que H1(X, cD) = 0. Puisque deg(D) > 2g − 2
et puisque ρ est fini e´tale, on a
deg(ρ∗D) > deg(ρ∗ΩX/k) = deg(ΩXρ/k)
d’ou` re´sulte l’annulation de H1(Xρ, ρ
∗D⊗ei). Pour de´montrer l’annulation
de H1(X, cD), il suffit de remarquer que H
1(X, cD) est un facteur direct
de H1(Xρ, ρ
∗cD).
Si deg(D) est un entier fixe´ plus grand que 2g − 2, la dimension de la
base de Hitchin A ne de´pend donc ni de D ni de la forme quasi-de´ploye´e.
Proposition 4.4.2. — Le champ de Picard P est lisse au-dessus de A♥.
De´monstration. — Puisque Ja est un sche´ma en groupe lisse commu-
tatif, l’obstruction a` la de´formation d’un Ja-torseur gˆıt dans le groupe
H2(X¯,Lie(Ja)). Celui-ci est nul car X¯ est un sche´ma de dimension un.
Proposition 4.4.3. — Pour tout a ∈ A(k¯), on a un isomorphisme ca-
nonique Lie(Ja) = c
∗
D ⊗D.
Dans la de´monstration qui suit lorsque f : X → Y et si L est un OY -
module, on e´crira simplement L pour de´signer aussi son image inverse
f ∗L. Cet abus de notation ne devrait pas causer de confusion car le
sche´ma qui porte le module sera toujours clair par le contexte.
De´monstration. — D’apre`s 2.4.7, l’homomorphisme Ja → J
1
a induit un
isomorphisme Lie(Ja)→ Lie(J
1
a ) sur les alge`bres de Lie. Par construction
de J1, Lie(J1a ) peut se calculer a` l’aide du reveˆtement came´ral πa : X˜a →
X¯ par la formule
Lie(J1a) = ((πa)∗t)
W .
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Rappelons que le reveˆtement came´ral est de´fini en formant le diagramme
carte´sien
X˜a
πa

// tD
π

X¯ a
// cD
Puisque π est fini et plat, la formation de π∗t commute a` tout changement
de base en particulier (πa)∗t = a
∗π∗t. Il suffit donc de calculer (π∗t)
W .
Puisque cD est le quotient invariant de tD par l’action de W , il en est
de meˆme pour les espaces totaux des fibre´s tangents TtD/X et TcD/X . On
en de´duit
(π∗ΩtD/X)
W = ΩcD/X .
Par ailleurs, comme tD est un fibre´ vectoriel sur X , on a ΩtD/X = tD−1 .
De meˆme, on a ΩcD/X = c
∗
D. On obtient finalement une e´galite´ de OcD -
modules (π∗tD−1)
W = c∗D d’ou`
(π∗t)
W = c∗D ⊗D.
En prenant l’image inverse de cette e´galite´ par la section a : X¯ → cD, on
obtient l’e´galite´ Lie(Ja) = c
∗
D ⊗OX D.
Dans le cas ou` G est de´ploye´, le lemme permet d’exprimer Lie(Ja) en
termes de D et des exposants du syste`me de racines Φ. Soient e1, . . . , er
les degre´s des polynoˆmes invaraints homoge`nes comme dans l’e´nonce´ de
1.1.1, on a
Lie(Ja) = D
−e1+1 ⊕ · · · ⊕D−er+1.
Si G n’est pas de´ploye´, Lie(Ja) devient isomorphe a` la somme directe
de droite sur un reveˆtement fini e´tale galoisien de X qui de´ploie G. En
particulier
deg(Lie(Ja)) =
r∑
i=1
(−er + 1) deg(D) = −♯Φdeg(D)/2.
Corollaire 4.4.4. — Pour tout a ∈ A♥(k¯),
dim(Pa) = ♯Φdeg(D)/2 + r(g − 1).
De´monstration. — On a
dim(Pa) = dim(H
1(X¯,Lie(Ja)))− dim(H
0(X¯,Lie(Ja)))
de sorte que l’e´galite´ a` de´montrer re´sulte de la formule de Riemann-
Roch.
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4.4.5. — En comparant avec la formule 4.4.1
dim(A) = ♯Φdeg(D)/2 + r(1− g + deg(D))
on obtient
dim(P) = (r + ♯Φ) deg(D).
4.4.6. — Dans 4.14.1, on de´montrera que Mrega est dense dans Ma de
sorte qu’on aura alors les meˆmes formules de dimension pour M
dim(Ma) = ♯Φdeg(D)/2 + r(g − 1)
et
dim(M) = (r + ♯Φ) deg(D).
4.5. L’ouvert A♥ et le reveˆtement came´ral. — Conside´rons le dia-
gramme carte´sien
X˜

// tD
π

X ×A // cD
ou` le morphisme de bas associe un couple (x, a) avec x ∈ X et a ∈ A
l’image a(x) ∈ cD. Le morphisme de gauche qui se de´duit de π par
changement de base est un morphisme fini et plat avec une action de W .
En prenant la fibre en chaque point a ∈ A(k¯), on obtient le reveˆtement
came´ral πa : X˜a → X¯ de Donagi. Dans la suite, on va se restreindre aux
parame`tres a tels que la courbe came´rale est re´duite. Ces parame`tres
forment un ouvert de A qui peut eˆtre de´crit comme suit.
Conside´rons l’image inverse U de crsD ⊂ cD dans X ×A. Le morphisme
de U → A e´tant lisse, son image est un ouvert de A que nous allons noter
A♥. Ses k¯-points sont de´crits comme suit
A♥(k¯) = {a ∈ A(k¯) | a(X¯) 6⊂ DG,D}.
Si deg(D) > 2g, l’ouvert A♥ est non vide. On reporte la de´monstration
a` 4.6.1 ou` on de´montre un e´nonce´ plus fort.
Lemme 4.5.1. — Pour tout point ge´ome´trique a ∈ A♥(k¯), le reveˆte-
ment πa : X˜a → X ⊗k k¯ est ge´ne´riquement un torseur sous W . De plus,
X˜a est une courbe re´duite.
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De´monstration. — Par de´finition de A♥, l’intersection Ua de U avec la
fibre X × {a} est un ouvert non vide de X¯. Par construction, πa est un
W -torseur au-dessus de cet ouvert dense. Puisque πa est un morphisme
fini plat, πa∗O eXa est un OX¯ -module sans torsion. S’il est ge´ne´riquement
re´duit, il est partout re´duit.
La courbe came´rale X˜a est munie d’une famille de reveˆtements fi-
nis e´tales naturels. Conside´rons une re´duction du torseur ρG comme
dans cf. 1.3.6 d’ou` nous reprenons les notations. En particulier, on a
un reveˆtement fini e´tale ρ : Xρ → X galoisien de groupe de Galois Θρ
qui induit ρOut par le changement de groupes structuraux Θρ → Out(G).
On a alors un diagramme carte´sien
(4.5.2) Xρ × t

π
// Xρ × 

t π
// c
Pour tout a ∈ A(k¯), construisons le reveˆtement πρ,a : X˜ρ,a → X¯ en
formant le produit carte´sien
(4.5.3) X˜ρ,a
πρ,a

// Xρ × tD
πρ

X¯ a
// cD
On a alors un morphisme fini e´tale X˜ρ,a → X˜a qui est galoisien de groupe
de Galois Θρ.
La discussion ci-dessus s’applique encore si on dispose d’une re´duction
ρ¯ du Out(G)-torseur ρ¯G sur X¯ .
Proposition 4.5.4. — Soit ρ¯ : X¯ρ¯ → X¯ un reveˆtement fini e´tale galoi-
sien et connexe. Supposons que deg(D) > 2g. Alors pour tout a ∈ A♥(k¯),
la courbe X˜ρ¯,a est connexe.
De´monstration. — Rappelons un re´sultat de connexite´ ge´ne´ral de Fulton
et Hansen cf. [22, the´ore`me 4.1].
The´ore`me 4.5.5. — Soient M,N des k¯-sche´mas irre´ductibles avec des
morphismes propres f : M → Ph et g : N → Ph tels que dim(f(M)) +
dim(g(N)) > h. Alors M ×
P
h N est connexe.
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Voici comment appliquer ce re´sultat a` notre cas particulier. En passant
au reveˆtement ρ¯ : X¯ρ¯ → X¯ , cD se de´compose en une somme directe
cD =
⊕r
i=1D
⊗ei. La section a ∈ Γ(X, cD) de´finit alors des sections ai ∈
Γ(X¯ρ¯, D
⊗ei) pour tous i = 1, . . . , r. En tant que sche´ma au-dessus de X¯ρ¯,
cD ×X X¯ρ¯ = X¯ρ¯ × D
est un produit des fibre´s en droites D⊗ei. Compactifions chacun de ces
fibre´s en droites D⊗ei en un fibre´ en droites projective P1(D⊗ei ⊕ OXρ).
Leur produit
P
e1,...,er
Xρ
(D) = P1(D⊗e1 ⊕ OX¯ρ¯)×X¯ρ¯ × · · · ×X¯ρ¯ P
1(D⊗er ⊕ OX¯ρ¯)
est une compactification de cD ×X X¯ρ¯. Il est ge´ome´triquement connexe
car X¯ρ¯ l’est par hypothe`se. Soit M la normalisation de P
e1,...,er
Xρ
(D) dans
le reveˆtement fini et plat X¯ρ¯ × tD → X¯ρ¯ × D.
Conside´rons aussi le produit au-dessus de k
P
e1,...,er(D) = P1(D⊗e1 ⊕ OX¯ρ¯)×× · · · ×P
1(D⊗er ⊕ OX¯ρ¯)
qui contient P1(D⊗ei ⊕OX¯ρ¯) comme un sous-sche´ma ferme´. Chaque fac-
teur P1(D⊗ei) est muni d’un fibre´ en droites O(1) tre`s ample relative-
ment a` k car sous l’hypothe`se deg(D) > 2g. Il induit un plongement de
P
1(D⊗ei) dans un espace projectif Phi. La composante ai ∈ Γ(X¯ρ¯, D
⊗ei)
de a de´finit un hyperplan Hai dans ce projectif. L’image de la section
a : X¯ρ¯ → X¯ρ¯ × D
est alors l’image re´ciproque dans Pe1,...,er
X¯ρ¯
(D) de
H1 × · · · ×Hr ⊂ P
h1 × · · · ×Phr .
Il s’ensuit que X˜ρ¯,a est l’image re´ciproque dans M du meˆme produit
d’hyperplans. Il ne reste qu’a` prendre le plongement de Veronese de Ph1×
· · ·×Phr pour eˆtre en position d’appliquer le the´ore`me de Fulton-Hansen
qui implique que la courbe X˜ρ¯,a est connexe.
4.6. L’ouvert A♦. — Commenc¸ons par e´tudier l’ouvert A♦ ou` les
fibres de Ma sont aussi simples que possible. Cet ouvert est de´fini comme
suit. Un point a ∈ A(k¯) appartient a` cet ouvert si la section ha : X¯ → cD
coupe transversalement le diviseur DD. Ici DD de´signe le diviseur de cD
obtenu en tordant le diviseur D ⊂ c par le Gm-torseur LD associe´ au
fibre´ inversible D.
Proposition 4.6.1. — Si deg(D) > 2g, l’ouvert A♦ est non vide.
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La de´monstration est comple`tement similaire a` celle du the´ore`me de
Bertini due a` Zariski. Commenc¸ons par de´montrer un lemme.
Lemme 4.6.2. — Supposons deg(D) > 2g ou` g est le genre de X. Pour
tout x ∈ X¯(k¯) de´fini par un ide´al mx. La fle`che
H0(X¯, c)→ c⊗OX¯ OX¯/m
2
x.
est surjective. Ici le fibre´ vectoriel c est vu comme un OX-module locale-
ment libre de rang r.
De´monstration. — En passant au reveˆtement fini e´tale ρ : Xρ → X , c
devient isomorphe a` une somme directe
ρ∗c =
r⊕
i=1
ρ∗D⊗ei
ou` ei sont de´finis dans 1.1.1 et en particulier sont des entiers plus grand
ou e´gal a` 1. Comme c est un facteur direct de ρ∗ρ
∗c, il suffit de de´montrer
la surjectivite´ de la fle`che
H0(X¯ ′, ρ∗c)→ ρ∗c⊗OX¯ OX¯/m
2
x.
Il suffit de de´montrer cette surjectivite´ pour chacun des facteurs directs
ρ∗D⊗ei.
Il est loisible de supposer ici que Xρ est ge´ome´triquement connexe.
Notons g′ son genre. On a alors 2g′ − 2 = n(2g − 2) ou` n est le degre´ de
ρ. La surjectivite´ ci-dessus se de´duit de l’ine´galite´
deg(D⊗ei) > 2ng = (2g′ − 2) + 2n.
Le lemme en re´sulte.
De´monstration. — Revenons a` la proposition 4.6.1. Dans DG,D, on a un
ouvert lisse DD −D
sing
D comple´ment d’un ferme´ D
sing
D de codimension 2
dans cD.
Conside´rons le sous-sche´ma Z1 de (DG,D − D
sing
G,D) × A consitiue´ des
couples (c, a) tels que la section a(X¯) passe par le point c et intersecte
avec le diviseur DG en ce point avec une multiplicite´ au moins 2. D’apre`s
le lemme ci-dessus
dim(Z1) ≤ dim(A)− 1
de sorte que la projection Z1 → A n’est pas surjective.
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Conside´rons le sous-sche´ma Z2 de D
sing
G ×A des couples (c, a) tels que
la section a(X¯) passe par c. De nouveau d’apre`s le lemme, on a une
estimation de dimension
dim(Z2) ≤ dim(A)− 1
de sorte que la re´union des images de Z1 et de Z2 est contenu dans un
sous-sche´ma ferme´ strict de A. Il existe donc un point a ∈ A♥ telle qu
la section a(X¯) ne coupe pas le lieu singulier DsingG,D du discriminant et
coupe le lieu lisse de ce diviseur transversalement.
Lemme 4.6.3. — Un point a ∈ A(k¯) est dans l’ouvert A♦(k¯) si et
seulement si la courbe came´rale X˜a est lisse.
De´monstration. — Supposons que a ∈ A♦(k¯) c’est-a`-dire la section a(X¯)
dans cD coupe transversalement le diviseur DG,D. Montrons que l’image
inverse de cette section sur le reveˆtement Xρ×tD est lisse. En dehors du
diviseur DG,D, ce reveˆtement est e´tale si bien qu’il n’y rien a` ve´rifier. La
consition a(X¯) dans cD coupe transversalement le diviseur DG,D implique
en particulier qu’elle ne coupe pas le lieu singulier DsingG,D de DG,D. Un
couple (v, x) ∈ tD(k¯) est compose´ d’un point v ∈ X(k¯) et d’un point x
dans la fibre de tD au-dessus de x. Au-dessus de v, le groupeG est de´ploye´
de sorte qu’on peut parler des hyperplans de racines dans la fibre de tD
au-dessus de v. Si (v, x) ∈ tD(k¯) est au-dessus d’un point intersection de
a(X¯) avec DG,D −D
sing
G,D, x appartient a` un unique hyperplan de racines.
On peut donc se ramener au cas d’un groupe de rang semi-simple un.
Dans ce cas, un calcul direct montre que le comple´te´ formel X˜a en (v, x)
est de la forme k¯[[ǫv]][t]/(t
2 − ǫmv ) ou` ǫv est un uniformisant de X¯ en le
point v et m est la multiplicite´ d’intersection de a(X¯) avec DG,D en ce
point. Dans le cas transversal m = 1 ceci implique que X˜a est lisse en
(v˜, x).
Supposons maintenant que a /∈ A♦(k¯). Si a(X¯) coupe le lieu lisse de
DG,D avec une multiplicite´ plus grand que un, le calcul ci-dessus montrer
que X˜a n’est pas lisse. Supposons maintenant que a(X¯) coupe le lieuD
sing
G,D
en un point v ∈ X¯ . Supposons que X˜a est lisse en le point (v, x) ∈ tD(k¯)
au-dessus de v. Le point x appartient alors a` au moins deux hyperplans
de racine diffe´rents de sorte que le groupe de monodromie locale π•a(Iv)
cf. 3.7.3 contient deux involutions diffe´rentes. Ceci n’est pas possible car
sous l’hypothe`se que la caracte´ristique de k ne divise l’ordre de W, le
groupe de monodromie locale π•a(Iv) est un groupe cyclique.
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Corollaire 4.6.4. — Soit X¯ρ¯ → X¯ un reveˆtement fini e´tale galoisien
connexe. Supposons deg(D) > 2g. Alors pour tout a ∈ A♦(k¯), la courbe
X˜ρ¯,a est irre´ductible.
De´monstration. — D’apre`s 4.5.4, X˜ρ,a est connexe. Comme X˜a est lisse,
le reveˆtement e´tale X˜ρ,a l’est aussi. Elle est donc irre´ductible.
De´finition 4.6.5. — Un champ abe´lien est le quotient d’une varie´te´
abe´lienne par l’action triviale d’un groupe diagonalisable.
L’exemple typique d’un champ abe´lien est le champ classifiant les fibre´s
inversibles de degre´ ze´ro sur une courbe projective lisse ge´ome´triquement
connexe. Si cette courbe est munie d’une action d’un groupe fini d’ordre
premier a` la caracte´ristique, les champs de Prym associe´s sont des champs
abe´liens.
Proposition 4.6.6. — Pour tout a ∈ A♦(k¯), l’ouvert Mrega est Ma tout
entier de sorte que Ma est un torseur sous Pa. La composante neutre de
Pa est un champ abe´lien.
On renvoie a` [55, proposition 4.2] pour la de´monstration de la premie`re
assertion. La de´monstration de la seconde assertion est reporte´e a` fin du
paragraphe 4.8.
4.7. Cas line´aire. — On va analyser les fibres de M et de P au-dessus
d’un point a ∈ A♥(k¯). Commenc¸ons par le cas du groupe line´aire : soit
G = GL(r). Dans ce cas, on peut de´crire les fibres de Hitchin a` l’aide
des courbes spectrales en suivant Hitchin [32] et Beauville-Narasimhan-
Ramanan [5]. On pourrait faire de meˆme pour les groupes classiques cf.
[32] et [57].
4.7.1. — Dans le cas G = GL(r), l’espace affine A est l’espace vectoriel
A =
r⊕
i=1
H0(X,D⊗i).
La donne´e d’un point a = (a1, . . . , ar) ∈ A(k¯) de´termine une courbe
spectrale Ya trace´e sur l’espace total ΣD du fibre´ en droites D. Cette
courbe est donne´e par l’e´quation
tr − a1t
r−1 + · · ·+ (−1)rar = 0.
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On de´finit un ouvert A♥ de A dont les points ge´ome´triques a ∈ A♥(k¯)
de´finissent une courbe spectrale re´duite. Si a ∈ A♥(k¯), la fibre de Hit-
chinMa est le groupo¨ıde Pic(Ya) des OYa-modules sans torsion de rang un
d’apre`s [5]. La fibre Pa est le groupo¨ıde Pic(Ya) des OYa-modules inver-
sibles. Pic(Ya) agit sur Pic(Ya) par produit tensoriel et Pic(Ya) contient
Pic(Ya) comme un ouvert.
4.7.2. — Si la courbe spectrale Ya est lisse alors il n’y pas de diffe´rence
entre Pic(Ya) et Pic(Ya) c’est-a`-dire Pa agit simplement transitivement
sur Ma. De plus, dans ce cas, la structure de Pa est aussi simple que
possible. Le groupe des composantes connexes de Pa est isomorphe a` Z
par l’application degre´ car Ya est connexes. La composante neutre de Pa
est le quotient de la jacobienne de Ya qui est une varie´te´ abe´lienne, par
le groupe Gm agissant trivialement.
4.7.3. — Soit ξ : Y ♭a → Ya la normalisation de Ya. Le foncteur d’image
re´ciproque induit un homomorphisme
ξ∗ : Pic(Ya)→ Pic(Y
♭
a )
qui induit un isomorphisme
π0(Pic(Ya))
∼
−→π0(Pic(Y
♭
a )) = Z
π0(Y ♭a ).
Le noyau de ξ∗ est un groupe affine commutatif de dimension
δa = dimH
0(Ya, ξ∗OY ♭a /OYa).
4.7.4. — Par construction, Ya est un courbe trace´e sur une surface lisse
en particulier n’a que des singularite´s planes. D’apre`s Altman, Iarrobino
et Kleiman [1], Pic(Ya) est alors un ouvert dense de Pic(Ya).
Nous allons maintenant ge´ne´raliser la discussion ci-dessus a` un groupe
re´ductif ge´ne´ral.
4.8. Mode`le de Ne´ron global. — Dans ce paragraphe, on fixe un
point a ∈ A♥(k¯) et on note U l’image re´ciproque de l’ouvert crsD par le
morphisme a : X¯ → crsD.
Comme dans le cas local 3.8, la structure du champ de Picard Pa des
Ja-torseurs sur X¯ peut eˆtre analyse´e a` l’aide du mode`le de Ne´ron J
♭
a de
Ja. C’est un sche´ma en groupes lisse de type fini au-dessus de X¯ muni
d’un homomorphisme Ja → J
♭
a qui est un isomorphisme au-dessus de U .
Il est de plus caracte´rise´ par la proprie´te´ suivante : pour tout sche´ma en
groupes lisse de type fini J ′ sur X¯ avec un homomorphisme Ja → J
′ qui
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est un isomorphisme sur U , il existe un unique homomorphisme J ′ → J ♭a
tel que le triangle e´vident commute. L’existence de ce mode`le de Ne´ron est
un re´sultat de Bosch, Lutkebohmer et Raynaud cf. [9] qu’ils l’appellent
le mode`le de Ne´ron de type fini a` distinguer avec le mode`le de Ne´ron
localement de type fini.
Ce mode`le de Ne´ron global s’obtient a` partir des mode`les de Ne´ron
locaux cf. 3.8 comme suit. Pour tout v ∈ X−U , on note X¯v la comple´tion
de X¯ en v et X¯•v = X¯v − {v}. Conside´rons le mode`le de Ne´ron du tore
Ja|X¯•v . En recollant les mode`les de Ne´ron en les diffe´rents points v ∈ X−U
avec le tore Ja|U , on obtient un sche´ma en groupes commutatifs lisse J
♭
a
au-dessus X¯ muni d’un homomorphisme de sche´mas en groupes Ja → J
♭
a.
Comme dans 3.8.2, J ♭a peut eˆtre exprime´ a` l’aide de la normalisation
X˜♭a de la courbe came´rale X˜a. L’action de W sur X˜a induit une action
de ce groupe sur X˜♭a. Notons π
♭
a : X˜
♭
a → X¯ le morphisme vers X¯. Voici la
conse´quence globale de l’e´nonce´ local 3.8.2.
Corollaire 4.8.1. — J ♭a s’identifie au sous-groupe des points fixes sous
l’action diagonale de W dans
∏
eX♭a/X¯(T ×X¯ X˜
♭
a).
La variante suivante sera utile dans la suite. Conside´rons une re´duction
de ρ¯G donne´e sous la forme ρ¯ : X¯ρ¯ → X¯ torseur sous Θρ¯. Pour tout
a ∈ A♥(k¯), on a un reveˆtement fini plat πρ¯,a : X˜ρ¯,a → X¯ comme dans
4.5.3 qui est ge´ne´riquement e´tale galoisien de groupe de GaloisW⋊Θρ¯.
Soit X˜♭ρ¯,a la normalisation de X˜ρ¯,a qui est aussi munie d’une action de
W⋊Θρ¯. Soit π
♭
ρ¯,a sa projection sur X¯ . On a alors
J ♭a =
∏
eX♭ρ¯,a/X¯
(T× X˜♭ρ,a)
W⋊Θρ¯ .
Conside´rons le groupo¨ıde de Picard P♭a des J
♭
a-torseurs. L’homomor-
phisme de sche´mas en groupes Ja → J
♭
a induit un homomorphisme de
groupo¨ıdes de Picard Pa → P
♭
a. Cet homomorphisme re´alise essentielle-
ment la structure ge´ne´rale d’un groupe alge´brique sur un corps alge´bri-
quement clos comme l’extension d’une varie´te´ abe´lienne par un groupe
alge´brique affine cf. [63]. La de´monstration qui suit s’inspire d’un argu-
ment de Raynaud [61].
Proposition 4.8.2. — (1) L’homomorphisme Pa(k)→ P
♭
a(k) est es-
sentiellement surjectif.
(2) La composante neutre (P♭a)
0 de P♭a est un champ abe´lien.
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(3) Le noyau Ra de Pa → P
♭
a est un produit de groupes alge´briques
affines de type fini Rv(a) qui sont de´finis dans le lemme 3.8.1. Ceux-ci
sont triviaux sauf en un nombre fini de points v ∈ |X¯|.
De´monstration. — (1) Par construction meˆme des mode`les de Ne´ron,
l’homomorphisme Ja → J
♭
a est injectif en tant qu’homomorphisme entre
faisceaux en groupes abe´liens pour la topologie e´tale de X . Conside´rons
la suite exacte
(4.8.3) 1→ Ja → J
♭
a → J
♭
a/Ja → 1
ou` le quotient J ♭a/Ja est supporte´ par le ferme´ fini X − U et la suite
exacte longue de cohomologie qui s’en de´duit. Comme H1(X¯, J ♭a/Ja) = 0,
l’homomorphisme
H1(X, Ja)→ H
1(X, J ♭a)
est surjectif.
(2) Soit X˜a l’image re´ciproque du reveˆtement tD → cD par le mor-
phisme ha : X → cD. Soit X˜
♭
a la normalisation de X˜a. D’apre`s la pro-
position 3.8.2, le mode`le de Ne´ron J ♭a ne de´pend que du reveˆtement X˜
♭
a.
Plus pre´cise´ment J ♭a consiste en les points fixes sous l’action diagonale
de W dans la restriction a` la Weil
∏
eX♭a/X(T ×X¯ X˜
♭
a). Il en re´sulte qu’a`
isoge´nie pre`s, P♭a est un facteur du groupo¨ıde des T -torseurs sur X˜
♭
a le-
quel est isomorphe au produit de r copies du Pic(X˜♭a). Puisque X˜
♭
a est
une courbe projective lisse e´ventuellement non connexe, la composante
neutre de Pic(X˜♭a) est le quotient d’un produit de varie´te´s jacobiennes
par un produit de Gm agissant trivialement.
(3) La dernie`re assertion re´sulte aussi de la suite exacte longue de
cohomologie qui se de´duit de la suite exacte courte (4.8.3). Ayant de´fini
le noyau comme la cate´gorie des Ja-torseurs munis d’une trivialisation
du J ♭a-torseur qui s’en de´duit, on n’a pas en fait a` se pre´occuper des H
0
dans la suite longue.
Ceci termine la de´monstration de la proposition.
De´monstration. — Revenons maintenant a` la seconde assertion de 4.6.6.
Soit a ∈ A♦(k¯). La courbe came´rale X˜a est alors une courbe lisse de sorte
que le conoyau de l’homomorphisme Ja → J
♭
a est un faisceau de groupes
finis supporte´ par un sous-sche´ma fini de X. Il s’ensuit que Pa → P
♭
a
est une isoge´nie de groupo¨ıdes de Picard c’est-a`-dire un homomorphisme
essentiellement surjectif a` noyau fini. Puisque P♭a est un champ abe´lien,
il en est de meˆme de Pa.
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4.9. Invariant δa. — Pour tout a ∈ A
♥(k¯), conside´rons le noyau
(4.9.1) Ra := ker[Pa −→ P
♭
a]
Il classifie les Ja-torseurs sur X dont le J
♭
a-torseur qui s’en de´duit est
muni d’une trivialisation. C’est un groupe alge´brique affine de type fini
qui se de´compose en produit
Ra =
∏
v∈X¯−U
Rv(a)
ou` Rv(a) est le groupe de´fini en 3.8.1.
On de´finit l’invariant δa comme la dimension de Ra qui s’e´crit donc
comme une somme d’invariants δ locaux
δa := dim(Ra) =
∑
v∈X¯−U
δv(a).
La conjonction de 4.8.2 et de la formule de dimension du groupe des
syme´tries locales 3.8.3 donne une formule pour l’invariant δ global.
Corollaire 4.9.2. — Pour tout a ∈ A(k), l’invariant δa de´fini comme
ci-dessus est e´gal a`
δa = dimH
0(X¯, t⊗OX¯ (π
♭
a∗O eX♭a/πa∗O eXa))
W .
De nouveau, on a une autre formule qui exprime l’invariant δ global
en fonction du discriminant corrige´ par des invariants monodromiques
locaux comme dans la formule de Bezrukavnikov.
Rappelons que le discriminant DG est un polynoˆme homoge`ne de degre´
♯Φ sur c, ♯Φ e´tant le nombre de racines dans le syste`me de racines Φ. Il
s’ensuit que pour tout a ∈ A♥(k¯), a∗DG,D est un diviseur line´airement
e´quivalent a` D⊗(♯Φ) de sorte que
deg(a∗DG,D) = ♯Φdeg(D).
Ecrivons
a∗DG,D = d1v1 + · · ·+ dnvn
ou` v1, . . . , vn sont des points deux a` deux distincts de X¯ et ou` di est
la multiplicite´ de vi. Pour tout i = 1, . . . , n, notons ci la chute du rang
torique de J ♭a en le point vi. La formule suivante est un corollaire imme´diat
de 3.7.5.
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Proposition 4.9.3. — On a l’e´galite´
2δa =
n∑
i=1
(di − ci) = ♯Φdeg(D)−
n∑
i=1
ci.
4.10. Le groupe π0(Pa). — Dans ce paragraphe, nous allons de´crire
le groupe de composantes connexes de Pa dans l’esprit de la dualite´ de
Tate-Nakayama. Pour cela, il est ne´cessaire de faire un certain nombre
de choix et de fixer quelques notations.
Fixons un point∞ ∈ X(k¯). Conside´rons l’ouvert A∞ de A¯ qui consiste
en les points a ∈ A(k¯) tels que a(∞) ∈ c¯rsD. C’est un sous-sche´ma ouvert
de A¯♥. Si ∞ est de´fini sur k, alors l’ouvert A∞ est aussi de´fini sur k.
On choisit un de´ploiement de G au-dessus de X¯ comme dans 1.3.10.
Ceci consiste en un homomorphisme ρ¯• : π1(X¯,∞) → Θρ¯ qui rele`ve
ρ¯•G : π1(X¯,∞)→ Out(G). Cet homomorphisme de´termine un reveˆtement
fini e´tale galoisien ρ¯ : X¯ρ¯ → X¯ de groupe de Galois Θρ¯ muni d’un point
∞ρ¯ ∈ X¯ρ¯ au-dessus de ∞. On a alors un reveˆtement fini et plat
πρ¯ : X¯ρ¯ × t→ c¯D
qui au-dessus de l’ouvert c¯rsD est fini e´tale galoisien de groupe de Galois
W⋊Θρ¯.
Soit a ∈ A∞(k¯). Conside´rons le reveˆtement fini et plat πρ¯,a : X˜ρ¯,a → X¯
de´fini en formant le produit carte´sien 4.5.3. Ge´ne´riquement, c’est un
reveˆtement fini e´tale galoisien de groupe de GaloisW⋊Θρ¯. Par construc-
tion, il est fini et e´tale au-dessus de ∞. Choisissons un point ∞˜ρ¯ de X˜ρ¯,a
au-dessus de ∞ρ¯. Ce choix permet d’identifier la fibre de Ja = a
∗J au-
dessus de ∞ avec le tore fixe T a` l’aide de 2.4.4.
Soit X˜♭ρ¯,a la normalisation de X˜ρ¯,a. Puisque ∞˜ρ¯ est un point lisse de
X˜ρ¯,a, il de´termine un point de sa normalisation. Notons a˜ = (a, ∞˜ρ¯). Soit
Ca˜ la composante de X˜
♭
ρ¯,a qui contient le point ∞˜. SoitWa˜ le sous-groupe
deW⋊Θρ¯ qui laisse stable cette composante. Conside´rons aussi le sous-
groupe normal Ia˜ de Wa˜ engendre´ par les e´le´ments deWa˜ ayant au moins
un point fixe dans Ca˜.
Soit J0a le sous-sche´ma en groupes des composantes neutres de Ja.
Conside´rons le champ de Picard P′a des J
0
a -torseurs sur X¯. L’homomor-
phisme de faisceaux J0a → Ja induit un homomorphisme de champs de
Picard P′a → Pa.
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Lemme 4.10.1. — L’homomorphisme P′a → Pa est surjectif et a un
noyau fini. Il en est de meˆme de l’homomorphisme π0(P
′
a)→ π0(Pa) qui
s’en de´duit.
De´monstration. — On a une suite exacte courte de faisceaux
0→ J0a → Ja → π0(Ja)→ 0
ou` π0(Ja) est un faisceau de support fini dont la fibre en un point v ∈ X¯
est le groupe π0(Ja)v des composantes connexes de la fibre Ja,v de Ja. On
en de´duit une suite exacte longue
H0(X¯, π0(Ja))→ H
1(X¯, J0a)→ H
1(X¯, Ja)→ H
1(X¯, π0(Ja)) = 0.
L’annulation du dernier terme re´sulte du fait que π0(Ja) est supporte´
par un sche´ma de dimension ze´ro. On en de´duit la surjectivite´ de P′a →
Pa de noyau H
0(X¯, π0(Ja)). La finitude de ce noyau vient de la fini-
tude des fibres de π0(Ja). L’assertion sur π0(P
′
a) → π0(Pa) s’en suit
imme´diatement.
Au lieu des groupes abe´liens π0(P
′
a) et π0(Pa), il sera plus commode de
de´crire les groupes diagonalisables duaux. Dualement, on a une inclusion
des groupes diagonalisables
π0(Pa)
∗ ⊂ π0(P
′
a)
∗.
ou` on a note´
π0(Pa)
∗ = Spec(Qℓ[π0(Pa)])
π0(P
′
a)
∗ = Spec(Qℓ[π0(P
′
a)]).
On utilisera l’exposant ( )∗ pour de´signer la dualite´ entre les groupes
abe´liens de type fini et les groupes diagonalisables de type fini sur Qℓ.
Proposition 4.10.2. — Pour tout a˜ = (a, ∞˜ρ¯) comme ci-dessus, on a
des isomorphismes de groupes diagonalisables
π0(P
′
a)
∗ = TˆWa˜
et
π0(Pa)
∗ = Tˆ(Ia˜,Wa˜)
ou` Tˆ(Ia˜,Wa˜) est le sous-groupe de Tˆ
Wa˜ forme´ des e´le´ments κ tels que
Wa˜ ⊂ (W ⋊ Θρ¯)κ et Ia˜ ⊂ WH ou` WH est le groupe de Weyl de la
composante neutre du centralisateur de κ dans Gˆ.
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De´monstration. — D’apre`s [55, corollaire 6.7], on a un isomorphisme
canonique
(X∗)Wa˜ −→ π0(P
′
a)
du groupe des Wa˜-coinvariants de X∗ = Hom(Gm,T) dans le groupe
des composantes connexes de P′a. Ceci est est essentiellement un cas par-
ticulier d’un lemme de Kottwitz [39, lemme 2.2]. Dualement, on a un
isomorphisme de groupes diagonalisables
π0(P
′
a)
∗ = TˆWa˜
ou` Tˆ est le Qℓ-tore dual de T.
Notons U = a−1(c¯rsD). Comme dans la de´monstration de 4.10.1, on a
une suite exacte
H0(X¯, π0(Ja))→ π0(P
′
a)→ π0(Pa)→ 0
ou` H0(X¯, Ja/J
0
a ) =
⊕
v∈X¯−U π0(Ja,v) ou` π0(Ja,v) de´signe le groupe des
composantes connexes de la fibre de Ja en v. Pour tout v ∈ X¯ − U , on a
une suite exacte locale analogue
π0(Ja,v)→ π0(Pv(J
0
a))→ π0(Pv(Ja))→ 0
compatible avec la suite globale. Conside´rons les suites duales des groupes
diagonalisables
0→ π0(Pv(Ja))
∗ → π0(Pv(J
0
a ))
∗ → π0(Ja,v)
∗
Le sous-groupe
π0(Pa)
∗ ⊂ π0(P
′
a)
∗
est alors l’intersection des images inverses des sous-groupes
π0(Pv(Ja))
∗ ⊂ π0(Pv(J
0
a))
∗
pour tout v ∈ X¯ − U . La proposition se de´duit maintenant de 3.9.2.
4.11. Automorphismes. — Soit (E, φ) ∈ M(k¯) d’image a ∈ A♥(k¯).
Nous allons de´terminer des bornes pour le groupe des automorphismes
Aut(E, φ) en fonction de a. Soit U l’ouvert X¯ ou` a est semi-simple
re´gulier.
Conside´rons le faisceau des automorphismes Aut(E, φ) qui associe a`
tout X¯-sche´ma S le groupe Aut((E, φ)|S). Ce faisceau est repre´sentable
par le sche´ma en groupes I(E,φ) = h
∗
(E,φ)I qui est l’image re´ciproque du
centralisateur I sur g par la fle`che h(E,φ) : X¯ → [gD/G]. La restriction
de I(E,φ) a` l’ouvert U est un tore mais au-dessus de X¯ , le sche´ma en
groupes I(E,φ) n’est ni lisse ni meˆme plat. On peut ne´anmoins conside´rer
80 NGOˆ BAO CHAˆU
sa lissification au sens de [9]. D’apre`s loc. cit, il existe un unique sche´ma
en groupes lisse I lis(E,φ) au-dessus de X¯ tel que pour tout X¯-sche´ma S lisse
on a
Aut((E, φ)|S) = HomX(S, I
lis
(E,φ)).
La fle`che tautologique I lis(E,φ) → I(E,φ) est un isomorphisme au-dessus de
l’ouvert U . Notons que la caracte´risation de I lis(E,φ) implique l’e´galite´
(4.11.1) Aut(E, φ) = H0(X¯, I lis(E,φ)).
Puisque Ja est lisse, l’homomorphisme canonique Ja → I(E,φ) induit
un homomorphisme
Ja → I
lis
(E,φ)
qui est un isomorphismisme au-dessus de U . Par la proprie´te´ universelle
du mode`le de Ne´ron, on a un homomorphisme
I lis(E,φ) → J
♭
a
qui est un isomorphisme sur U .
Proposition 4.11.2. — Pour tout (E, φ) ∈M(k¯) au-dessus d’un point
a ∈ A♥(k¯), on a des inclusions canoniques
H0(X¯, Ja) ⊂ Aut(E, φ) ⊂ H
0(X¯, J ♭a).
De´monstration. — Il suffit de ve´rifier que les fle`ches Ja → I
lis
(E,φ) et
I lis(E,φ) → J
♭
a sont injectifs en tant qu’homomomorphismes de faisceaux
pour la topologie e´tale. Pour cela, il suffit de ve´rifier l’injectivite´ sur les
voisinages formels en chaque point v ∈ X¯ − U . Notons O¯v le comple´te´
formel de OX¯ en v et F¯v le corps des fractions de O¯v. On a alors les
inclusions
Ja(O¯v) ⊂ I
lis
(E,φ)(O¯v) ⊂ J
♭
a(O¯v)
de sous-groupes de Ja(F¯v).
Pour de´crire explicitement la borne supe´rieure H0(X¯, J ♭a), faisons des
choix comme dans le paragraphe pre´ce´dent. En particulier, on a un point
∞ ∈ X(k¯) tel que a(∞) ∈ c¯rsD. On choisit aussi un de´ploiement ρ¯ : X¯ρ¯ →
X¯ de groupe de Galois Θρ¯ avec un point ∞ρ cf. 1.3.10. On a alors un
reveˆtement fini plat πρ¯,a : X˜ρ¯,a → X¯ qui est ge´ne´riquement e´tale galoisien
de groupe de Galois W ⋊ Θρ¯. En choisissant un point ∞˜ρ¯ de X˜ρ¯,a au-
dessus de∞, on de´finit un sous-groupe Wa˜ deW⋊Θρ¯ et un sous-groupe
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normal Ia˜ de Wa˜ comme dans le paragraphe 4.10. Avec 4.8.1 et 2.4.4, on
a la formule
H0(X¯, J ♭a) = T
Wa˜ .
On en de´duit le corollaire suivant.
Corollaire 4.11.3. — Soit a˜ = (a, ∞˜) comme ci-dessus. Pour tout
(E, φ) ∈ M(k¯) au-dessus d’un point a ∈ A♥(k¯), Aut(E, φ) s’identifie
a` un sous-groupe de TWa˜.
Les travaux re´cents de Frenkel et Witten sugge`rent que cette borne
n’est pas optimale. En fait, on devrait avoir l’inclusion
Aut(E, φ) ⊂ T(Ia˜,Wa˜)
ou` T(Ia˜,Wa˜) est le sous-groupe de T
Wa˜ de´fini comme dans 4.10.2 en
remplac¸ant Tˆ par T. De plus, l’e´galite´ devrait eˆtre atteinte aux points
les plus singuliers de la fibre Ma.
Soit Aani(k¯) le sous-ensemble des points a ∈ A(k¯) tels que TWa˜ soit
fini. Cette proprie´te´ ne de´pend pas du choix du point ∞˜. On de´montrera
plus loin qu’il existe un ouvert Aani de A dont Aani(k¯) est l’ensemble
des k¯-points. Au-dessus de cet ouvert, M est alors un champ de Deligne-
Mumford.
Calculons enfin le groupe des automorphismes des points de Pa.
Proposition 4.11.4. — Fixons un de´ploiement ρ¯ : X¯ρ¯ → X¯ de groupe
de Galois Θρ¯ avec X¯ρ¯ connexe. Pour tout a ∈ A
♥(k¯), on a
H0(X¯, Ja) = (ZG)
W⋊Θρ¯
et
H0(X¯,Lie(Ja)) = Lie(ZG)
W⋊Θρ¯ .
En particulier, si au-dessus de X¯ le centre de G ne contient pas de tore
de´ploye´, alors Pa est un champ de Picard de Deligne-Mumford.
De´monstration. — On dispose d’un homomomorphisme canonique de
faisceaux ZG → Ja sur X¯ . Il s’agit donc de de´montrer que la fle`che
induite sur les sections globales est un isomorphisme. D’apre`s 2.4.7, on a
un homomomorphisme injectif de faisceaux Ja → J
1
a de conoyau fini. De
plus, J1a est de´termine´ par le reveˆtement came´ral πa : X˜ρ¯,a → X¯ avec la
formule
J1a = ((πa)∗(T× X˜ρ¯,a))
W⋊Θρ¯ .
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Puisque X˜ρ¯,a est connexe cf. 4.5.4, on a
H0(X¯, J1a) = T
W⋊Θρ¯ .
Le fait que le sous-groupe H0(X¯, Ja) de H
0(X¯, J1a ) s’identifie a` (ZG)
W⋊Θρ¯
se de´duit de la description explicite du sous-faisceau J ′ de J1 dans la
proposition 2.4.7.
4.12. Calcul de de´formation. — Les de´formations des fibre´s de
Higgs ont e´te´ e´tudie´es par Biswas et Ramanan dans [8]. Pour la
commodite´ du lecteur, nous allons reprendre leur calcul.
Rappelons d’abord le calcul usuel des de´formations d’un torseur sous
un groupe lisse. Soient S un k-sche´ma et G un S-sche´ma en groupes
lisse. Soit BG le classifiant de G. Le G-torseur universel EG est alors S
au-dessus de [S/G]. Notons
πEG : EG −→ BG
le G-torseur tautologique. Conside´rons le triangle distingue´ des com-
plexes cotangents
π∗
EGLBG/S −→ LEG/S −→ LEG/BG −→ π
∗
EGLBG/S[1].
Puisque S = EG, le complexe cotangent LEG/S est nul alors que LEG/BG
est le fibre´ vectoriel g∗ place´ en degre´ 0. Il en re´sulte un isomorphisme
LEG/BG
∼
−→π∗
EGLBG/S[1].
On en de´duit un isomorphisme
g∗[−1]
∼
−→ π∗
EGLBG/S
qui par descente le long de πEG induit un isomorphisme
(EG ∧G g∗)[−1]
∼
−→LBG/S.
Le complexe cotangent LBG/k du classifiant deG est donc le fibre´ vectoriel
obtenu en tordant par le torseur EG l’espace vectoriel g∗ muni de la
repre´sentation coadjointe, place´ en degre´ 1.
Ainsi, pour tout S-sche´ma X , pour tout G-torseur E sur X correspon-
dant a` une fle`che hE : X → BG, l’obstruction a` la de´formation de E gˆıt
dans le groupe
H1(X,RHom(h∗ELBG/S,OX)) = H
2(X,E ∧G g)
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et si cette obstruction s’annule, les de´formations forment un espace prin-
cipal homoge`ne sous le groupe
H0(X,RHom(h∗ELBG/S,OX)) = H
1(X,E ∧G g)
alors que le groupe des automorphismes infinite´simaux est H0(X,E∧Gg).
Soit maintenant V un fibre´ vectoriel sur S muni d’une action de G
et conside´rons le champ quotient [V/G]. Le G-torseur πV : V → [V/G]
de´finit un morphisme [ν] : [V/G]→ BG qui s’inse`re dans un diagramme
carte´sien
V
πV

ν // EG
πEG

[V/G]
[ν]
// BG
Conside´rons le triangle distingue´ des complexes cotangents
π∗V L[V/G]/S −→ LV/S −→ LV/[V/G] −→ π
∗
V L[V/G]/k[1].
Le terme LV/S est fibre´ vectoriel constant de valeur ν
∗V ∗ place´ en degre´
0 ou` V ∗ est le S-fibre´ vectoriel dual de V et ν : V → S est la projection
sur S. Le terme LV/[V/G] se calcule par changement de base LV/[V/G] =
ν∗LEG/BG et est donc le fibre´ vectoriel ν
∗g∗ place´ aussi en degre´ 0. Au-
dessus de chaque point v ∈ V , l’action de G au voisinage de v de´finit une
application line´aire
αv : g −→ TvV = V
dont le dual est la fibre en v
α∗v : (LV/S)v = V
∗ −→ (LV/[V/G])v = g
∗.
de la fle`che LV/k → LV/[V/G] du triangle distingue´. Cette fle`che descend
a` [V/G] en une fle`che
α∗v ∧
G πV : πV ∧
G V ∗ −→ πV ∧
G g∗
dont le coˆne est isomorphe a` L[V/G]/S.
Appliquons le calcul ci-dessus pour caluler les de´formations des paires
de Hitchin. Reprenons les notations fixe´es au de´but du chapitre 3. En
particulier, G est le sche´ma en groupes re´ductif sur la courbe X et g
son alge`bre de Lie qui est munie de l’action adjointe de G et de l’action
de Gm par homothe´tie. Le fibre´ inversible D de´finit un Gm torseur LD.
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Conside´rons le champ [gD/G] obtenu en tordant g par LD puis divise´ par
G. Le complexe cotangent L[gD/G]/X s’identifie donc a`
L[g/G]/X ∧
Gm LD
qui est le coˆne de
(πD,g ∧
G g∗)⊗D−1 −→ πD,g ∧
G g∗
ou` πD,g est le G-torseur e´vident sur le quotient [gD/G].
Soit (E, φ) un champ de Higgs sur X a` valeur dans k¯. Elle correspond
a` une fle`che
hE,φ : X¯ → [gD/G].
La de´formation de (E, φ) est controˆle´e par le complexe
RHom(h∗E,φ(LD ∧
Gm L[g/G]/X),OX)
qui s’exprime maintenant simplement
ad(E, φ) := [ad(E)→ ad(E)⊗D]
ou`
– ad(E) est le fibre´ vectoriel g ∧G E ;
– ad(E) est place´ en degre´ −1 en ad(E)⊗D est place´ en degre´ 0 ;
– la fle`che est donne´e par x 7→ [x, φ].
Rappelons la proposition 5.3 de [55]. Le lecteur notera une diffe´rence
dans le de´calage de ad(E, φ) par rapport a` loc. cit. Nous donnerons ici
une de´monstration un peu diffe´rente.
The´ore`me 4.12.1. — Soit (E, φ) ∈ M(k¯) un point au-dessus d’un
point a ∈ A♥(k¯). Alors le groupe H1(X, ad(E, φ)) ou` gˆıt l’obstruction
a` la de´formation de la paire (E, φ) est nul dans l’un des cas suivants
– deg(D) > 2g − 2 ,
– deg(D) = 2g − 2 et a ∈ Aani(k¯).
Si l’une de ces deux hypothe`ses sont ve´rifie´es, alors M est est lisse au
point (E, φ).
De´monstration. — Fixons une forme syme´trique non de´ge´ne´re´e et inva-
riante sur g. On identifie alors le dual du complexe ad(E, φ) a`
ad(E, φ)∗ = [ad(E)⊗D−1 → ad(E)]
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dont les deux termes non nuls sont place´s en degre´s −1 et 0 et dont la
diffe´rentielle est donne´e par x 7→ [x, φ]. Le faisceau de cohomologie H−1
de ce complexe s’identifie a`
Lie(I lisE,φ)⊗D
−1
ou` I lisE,φ est le sche´ma en groupes lisse sur X¯ introduit dans le paragraphe
4.11. Par dualite´ de Serre, le groupe H1(X, ad(E, φ)) est dual du groupe
H0(X¯,Lie(I lisE,φ)⊗D
−1 ⊗ ΩX/k).
Comme dans 4.11, on a un homomorphisme injectif de OX¯ -modules
Lie(I lisE,φ)→ Lie(J
♭
a)
de sorte que pour de´montrer la nullite´ du groupe des obstructions envi-
sage´e, il suffit de de´montrer que
H0(X¯,Lie(J ♭a)⊗D
−1 ⊗ ΩX/k) = 0.
On est donc amene´ a` de´montrer le lemme suivant.
Lemme 4.12.2. — Pour tout a ∈ A♥(k), H0(X¯,Lie(J ♭a)⊗ L) = 0 pour
tout fibre´ en droite L de degre´ strictement ne´gatif. La meˆme conclusion
vaut sous l’hypothe`se a ∈ Aani(k¯) et deg(L) ≤ 0.
De´monstration. — Choisissons un de´ploiement ρ¯ : X¯ρ¯ → X¯ connexe
de G cf. 1.3.10. On a alors un reveˆtement fini plat X˜ρ¯,a → X¯ qui est
ge´ne´riquement e´tale galoisien de groupe de GaloisW⋊Θρ¯. Notons X˜
♭
ρ¯,a
la normalisation de X˜ρ¯,a → X¯ et π
♭
ρ¯,a la projection sur X¯ . D’apre`s 4.8.1,
Lie(J ♭a) peut eˆtre calcule´ a` partir de X˜
♭
ρ¯,a avec la formule
Lie(J ♭a) = (π
♭
ρ¯,a)∗(O eX♭ρ¯,a ⊗ t)
W⋊Θρ¯
de sorte que
Lie(J ♭a)⊗ L = (π
♭
a)∗((π
♭
a)
∗L⊗ t)W⋊Θρ¯ .
Si deg(L) < 0, (π♭a)
∗L est un fibre´ en droites de degre´ strictement
ne´gatif sur chaque composante connexe de X˜♭ρ¯,a et ne peut pas avoir de
sections globales non nulles.
Si deg(L) = 0, si (π♭a)
∗L a de sections globales non nulles si et seulement
s’il est isomorphe a` O eX♭ρ¯,a . On a dans ce cas
H0(X˜♭ρ¯,a, ((π
♭
ρ¯,a)
∗L⊗ t)W⋊Θρ¯ = tWa˜
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ou`Wa˜ est le sous-groupe deW⋊Θρ¯ de´fini comme dans le paragraphe 4.10
et qui de´pend du choix d’un point ∞˜ de X˜♭a. Sous l’hypothe`se a ∈ A
ani(k¯),
le groupe des Wa˜-invariants t
Wa˜ est nul.
4.13. Formule de produit. — Nous allons a` pre´sent rappeler le lien
entre les fibres de Hitchin et les fibres de Springer affines qui en sont des
analogues locaux.
Soit a ∈ A♥(k¯). Soit U l’image re´ciproque de l’ouvert re´gulier semi-
simple crs de c par le morphisme a : X¯ → [c/Gm]. Le recollement avec la
section de Kostant de´finit un morphisme∏
v∈X¯−U
Mv(a)→Ma.
De meˆme, on a un homomorphisme de groupes
∏
v∈X¯−U Pv(Ja) −→ Pa.
Ceux-ci induisent un morphisme
ζ :
∏
v∈X¯−U
Mv(a) ∧
Q
v∈X¯−U Pv(Ja) Pa −→Ma.
D’apre`s le the´ore`me 4.6 de [55], ce morphisme induit une e´quivalence
sur la cate´gorie des k¯-points. Le lecteur remarquera des changements de
notations par rapport a` loc. cit. : Mv(a) y e´tait de´signe´ par M
•
v,a et ce
qui y e´tait de´signe´ par Mv,a n’apparaˆıtra plus ici.
Proposition 4.13.1. — Pour tout a ∈ Aani(k¯), le quotient de∏
v∈X¯−U
Mredv (a)× Pa
par l’action diagonale de
∏
v∈X¯−U P
red
v (Ja) est un champ de Deligne-
Mumford propre. De plus, le morphisme∏
v∈X¯−U
Mredv (a) ∧
Q
v∈X¯−U P
red
v (Ja) Pa →Ma
est un home´omorphisme.
De´monstration. — L’homomorphisme Pv(Ja)→ Pa induit un homomor-
phisme π0(Pv(Ja)) → π0(Pa) sur les groupes des composantes connexes.
Puisque a ∈ Aani(k¯), π0(Pa) est un groupe fini, le noyau de cet homo-
morphisme est un sous-groupe d’indice finie de π0(Pv(Ja)). Il existe donc
un sous-groupe abe´lien libre d’indice finie Λv de π0(Pv(Ja)) contenu dans
ce noyau.
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Choisissons un rele`vement Λv → Pv(Ja). Puisque a est de´fini sur un
corps fini, quitte a` remplacer Λv par un sous-groupe d’indice finie, on
peut supposer que Λv est contenu dans le noyau de Pv(Ja)→ Pa.
Le groupe
∏
v∈X¯−U Λv agit sur
∏
v∈X¯−U M
red
v (a) × Pa en agissant li-
brement sur le premier facteur et trivialement sur le second facteur. Le
quotient est ∏
v∈X¯−U
(Mredv (a)/Λv)× Pa
ou` chaqueMredv (a)/Λv est un k¯-sche´ma projectif d’apre`s Kazhdan et Lusz-
tig cf. 3.4.1.
Il reste a` quotienter par
∏
v∈X¯−U(Pv(Ja)/Λv). Pour tout v, l’homomor-
phisme Rv(a)→ Pv(Ja)/Λv est injectif et de noyau fini. Rappelons qu’on
a une suite exacte
1→ Ra → Pa → P
♭
a → 1
ou` P♭a est un champ de Deligne-Mumford propre. Le quotient de∏
v∈X¯−U
(Mredv (a)/Λv)× Pa
par l’action diagonale de Ra =
∏
v Rv(a) est donc une fibration locale-
ment triviale au-dessus de P♭a de fibres isomorphes a`∏
v∈X¯−U
(Mredv (a)/Λv).
Ce quotient est donc un champ de Deligne-Mumford propre.
Il reste donc a` quotienter par le groupe fini
∏
v Pv(Ja)/(Rv(a) × Λv).
Le quotient final est aussi un champ de Deligne-Mumford propre.
Puisque Ma est un champ de Deligne-Mumford, en particulier se´pare´,
le morphisme
ζ :
∏
v∈X¯−U
Mredv (a) ∧
Q
v∈X¯−U P
red
v (Ja) Pa →Ma
est un morphisme propre. Puisqu’il induit une e´quivalence sur les k¯-
points, c’est donc un home´omorphisme. En particulier, Ma est un champ
de Deligne-Mumford propre.
On s’attend a` ce que l’e´nonce´ ci-dessus s’e´tend a` a ∈ A♥(k¯).
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4.14. Densite´. — On va maintenant e´noncer et de´montrer l’analogue
global de 3.10.1.
Proposition 4.14.1. — Pour tout point ge´ome´trique a ∈ A♥(k¯), la
fibre Mrega de est dense dans la fibre Ma.
De´monstration. — La formule de produit 4.13.1 implique que le ferme´
comple´mentaire Mrega dans Ma est de dimension strictement plus petite
que Mrega . Comme l’espace total de Hitchin M est lisse sur k d’apre`s
4.12.1, les fibres de HitchinMa sont localement une intersection comple`te.
En particulier, elles ne peuvent pas admettre des composantes irre´duc-
tibles de dimension strictement plus petite que la sienne. Ceci de´montre
que Mrega est dense dans Ma.
La de´monstration ci-dessus est essentiellement la meˆme sur celle de
Altman, Iarrobino et Kleiman dans [1] pour la densite´ de la jacobienne
dans la jacobienne compactifie´e d’une courbe projective re´duite irre´duc-
tible ayant des singularite´s planes.
Corollaire 4.14.2. — La partie re´gulie`re Mregv (a) de la fibre de Sprin-
ger Mv(a) est dense.
On commence par construire une situation globale a` partir de la situa-
tion locale donne´e en proce´dant comme dans cf. 8.6. L’assertion locale
se de´duit alors de l’assertion globale a` l’aide de la formule de produit
cf. 4.13.1. Nous laissons au lecteur les de´tails de la de´monstration de ce
corollaire qui ne sera pas utilise´ dans la suite de l’article.
Corollaire 4.14.3. — Pour tout a ∈ A♥(k¯), Ma est e´quidimension-
nelle de dimension e´gale a`
♯Φdeg(D)/2 + r(g − 1).
De plus, l’ensemble des composantes irre´ductibles de Ma s’identifie au
groupe π0(Pa).
De´monstration. — La formule de dimension re´sulte de 4.4.4. L’identifi-
cation de l’ensemble des composantes irre´ductibles de Ma avec le groupe
π0(Pa) est rendue possible par la section de Kostant.
Corollaire 4.14.4. — Si deg(D) > 2g − 2, le morphisme f♥ : M♥ →
A♥ est un morphisme plat de dimension relative d. Ses fibres sont ge´ome´-
triquement re´duites.
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De´monstration. — D’apre`s 4.12.1, M♥ et A♥ sont lisses sur k. Pour
de´montrer que f est plat, il suffit alors de de´montrer que la dimension
des fibres ve´rifient l’e´galte´
dim(Ma) = dim(M)− dim(A).
Ceci de´coule des e´galite´s dim(Ma) = dim(Pa), dim(M) = dim(P ) et pour
P lisse sur A cf. 4.4.2, on a l’e´galite´
dim(P♥) = dim(A♥) + dim(Pa).
Comme dans la de´monstration de 4.14.1, on sait que la fibre Ma est
localement une intersection comple`te. Puisque qu’elle admet un ouvert
dense lisse Mrega , elle est ne´cessairement re´duite.
4.15. Le cas des groupes endoscopiques. — Soit (κ, ρκ) une
donne´e endoscopique de G au-dessus de X cf. 1.8.1. Soit H le groupe
endoscopique associe´. Comme dans 1.9, on a un morphisme ν : cH → c.
En tordant par D, on obtient un morphisme ν : cH,D → cD. En prenant
les points a` valeurs dans X , on obtient un morphisme qu’on note encore
ν : AH → A.
On sait d’apre`s [55, 7.2] que la restriction de ce morphisme a` l’ouvert
A♥ ce morphisme est fini et non ramifie´.
4.15.1. — Notons
rGH(D) = (|Φ| − |ΦH |) deg(D)/2.
D’apre`s 4.4.1, on sait
dim(A)− dim(AH) = r
G
H(D)
de sorte que l’image de AG−♥H = ν
−1(A♥) dans A♥ est un sous-sche´ma
ferme´ de codimension rGH(D).
4.15.2. — Au-dessus de AH , on dispose de la fibration de Hitchin du
groupe H
fH : MH → AH .
On a e´galement le champ de Picard PH → AH agissant sur MH . Il n’y
a pas de relation directe entre M et MH mais P et PH sont relie´s de
fac¸on simple. Soit aH ∈ AH(k¯) d’image a ∈ A
♥(k¯). L’homomorphisme
µ : ν∗J → JH de 2.5.1 induit un homomorphisme Ja → JH,aH qui est
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ge´ne´riquement un isomorphisme. On obtient donc un homomorphisme
surjectif
Pa → PH,aH
de noyau
RGH,aH = H
0(X, JH,aH/Ja)
qui est un groupe affine de dimension
dim(RGH,aH ) = dim(Pa)− dim(PH,aH ).
D’apre`s la formule 4.4.4, on e´galement
dim(RGH,aH ) = (|Φ| − |ΦH |) deg(D)/2 = r
G
H(D).
4.15.3. — Soit J ♭H,aH le mode`le de Ne´ron de JH,aH . On a des homomor-
phismes
Ja → JH,aH → J
♭
H,aH
qui sont des isomorphismes sur un ouvert non-vide de X. Il s’ensuit que
J ♭H,aH est aussi le mode`le de Ne´ron de Ja. En combinant avec 4.9.1, on a
la suite exacte
1→ RGH,aH → Ra → RH,aH → 1.
On en de´duit la formule de dimension
δa − δH,aH = r
G
H(D)
ou` δa = dim(Ra) et δH,aH = dim(RH,aH ) sont les invariants δ de a et de
aH par rapport aux groupes G et H respectivement.
4.16. Le cas des groupes apparie´s. — Soient G1 et G2 deux X-
sche´mas en groupes apparie´s au sens de 1.12.5. On a alors un isomor-
phisme cG1 = cG2 cf. 1.12.6. On en de´duit un isomorphisme cG1,D = cG2,D
puis un isomorphisme entre les bases des fibrations de Hitchin
A = A1 = A2.
Il n’y a pas de relation directe entre les fibrations f1 : M1 → A1 et
f2 : M2 → A2 de G1 et G2 mais une relation entre les champs de Picard
associe´s P1 et P2.
Proposition 4.16.1. — Il existe un homomorphisme entre A-champs
de Picard
P1 → P2
qui induit une isoge´nie entre leurs composantes neutres.
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De´monstration. — Comme dans la de´monstration de 1.12.6, on a un
isomorphisme t1
∼
−→ t2 au-dessus de l’isomorphisme cG1
∼
−→ cG2. En vertu
de 2.4.7, on en de´duit un isomorphisme entre les composantes neutres
J0G1
∼
−→ J0G2 des centralisateurs re´guliers de G1 et G2. Puisque JG1 et JG2
sont des sche´mas en groupes de type fini, en composant l’isomorphisme
J0G1
∼
−→ J0G2 avec la multiplication par un entier N assez divisible, on ob-
tient un homomorphisme J0G1 → J
0
G2
qui s’e´tend en un homomorphisme
JG1 → J
0
G2
de noyau et de conoyau finis. On en de´duit un homomor-
phisme entre P1 → P2 qui induit une isoge´nie entre les composantes
neutres.
5. Stratification par normalisation en famille
Dans la suite de l’article, nous aurons besoin de deux stratifications de
la base de Hitchin A dont l’une est relative au groupe des composantes
connexes de la fibre Pa et l’autre est relative a` l’invariant δa qui est en
quelques sortes la dimension de la partie affine de Pa. Ces stratifications
existent par des arguments ge´ne´raux de semi-continuite´. Le but de ce
chapitre est de comprendre comment ces deux invariants sont relie´s a` la
courbe came´rale et de rendre la construction de ces stratifications plus
explicites.
L’observation de base est la suivante : comme ces deux invariants sont
comple`tement de´termine´s par le reveˆtement came´ral X˜a → X¯ , dans le
cas ou` les normalisations de la courbe came´rale vivent en famille, les
invariants δa et π0(Pa) sont localement constants. On va donc de´finir
la stratification par normalisation en famille ayant au-dessus de chaque
strate une courbe came´rale qui se normalise en famille apre`s le change-
ment de base a` un reveˆtement radiciel de la strate. Cette stratification
est alors plus fine que les stratifications relatives a` δa et a` π0(Pa). On
commencera par discuter le cas GL(r) ou` on se rame`ne a` au proble`me
bien connu de normalisation en famille des courbes sur une surface.
Un re´sultat cle´ de ce chapitre est la proposition 5.4.2 qui donne une
borne infe´rieure de la codimension de la strate Aδ sous une hypothe`se
sur deg(D). En caracte´ristique 0, on dispose une de´monstration de cette
ine´galite´ fonde´e sur le caracte`re symplectique de la fibration de Hitchin
sans le recours a` l’hypothe`se sur deg(D). On pre´sentera cet argument
dans un autre article ou` l’accent sera mis plus sur la caracte´ristique 0.
En caracte´ristique positive, cet argument ne marche pas. Voici comment
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on va contourner l’obstacle. Goresky, Kottwitz et MacPherson ont fait
des calculs de codimension similaires dans le cadre local cf. [26]. Le calcul
global se rame`ne au calcul local pourvu que deg(D) soit grand.
On introduira un ouvert e´tale A˜ de A au-dessus duquel π0(P) devient
un quotient d’un faisceau constant. Avec cette rigidite´ supple´mentaire,
la de´composition endoscopique qu’on e´tudiera dans le chapitre suivant,
aura une forme agre´able sur A˜.
5.1. Normalisations en famille des courbes spectrales. — Nous
allons introduire dans ce chapitre une stratification de la base de Hitchin
A adapte´e au champ de Picard P. Le cas ge´ne´ral va eˆtre modele´ sur le
cas du groupe line´aire dont on va discuter maintenant.
Dans le cas G = GL(r), on peut associer a` tout point a ∈ A♥(k¯)
une courbe re´duite Ya trace´e sur l’espace total du fibre´ en droites D cf.
4.7. Le groupe de syme´tries Pa est alors le champ de Picard Pic(Ya) des
OYa-modules inversibles. La structure de Pic(Ya) peut eˆtre analyse´e a`
l’aide de la normalisation de Ya. Soit ξ : Y
♭
a → Ya la normalisation de
Ya. Le foncteur L 7→ ξ
∗L qui associe a` tout OYa-module inversible son
image inverse par ξ de´finit un homomorphisme Pic(Ya) → Pic(Y
♭
a ). La
suite exacte longue de cohomologie associe´e a` la suite exacte courte de
faisceaux sur Ya
1→ O×Ya → ξ∗O
×
Y ♭a
→ ξ∗O
×
Y ♭a
/O×Ya → 1
nous fournit des renseignements suivants. Le noyau de ξ∗ qui consiste
en la cate´gorie des OYa-modules inversibles L munis d’une trivialisa-
tion de ξ∗L, est un groupe alge´brique dont l’ensemble des points est
H0(Ya, ξ∗O
×
Y ♭a
/O×Ya). De plus, le foncteur ξ
∗ est essentiellement surjectif.
On peut attacher a` cette situation deux invariants :
– l’ensemble π0(Y
♭
a ) des composantes connexes de Y
♭
a ;
– l’entier δa = dimH
0(Ya, ξ∗OY ♭a /OYa) appele´ l’invariant δ de Serre.
En prenant le degre´ sur les composantes de Y ♭a , on obtient un homomor-
phisme
π0(Pic(Ya))→ Z
π0(Y ♭a )
qui est un isomorphisme. Quant a` l’invariant δ, il mesure la dimension
du groupe affine ker(ξ∗).
Teissier a introduit dans [74] l’espace de module des normalisations en
famille d’une famille de courbes planes. Rappelons d’abord la de´finition
d’une normalisation en famille.
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De´finition 5.1.1. — Soit y : Y → S un morphisme propre, plat et de
fibres re´duites de dimension un. Une normalisation en famille de Y est
un morphisme propre birationnel ξ : Y ♭ → Y qui est un isomorphisme
au-dessus d’un ouvert U de Y dense dans chaque fibre de Y au-dessus de
S et tel que le compose´ y ◦ ξ est un morphisme propre et lisse.
Dans une normalisation en famille les invariants δ et π0(P) restent
localement constants.
Proposition 5.1.2. — (1) L’image directe y∗(ξ∗OY ♭/OY ) est un OS-
module localement libre de type fini.
(2) Il existe un faisceau π0(Y
♭) localement constant pour la topologie
e´tale de S dont la fibre en chaque point ge´ome´trique s ∈ S est l’ensemble
des composantes connexes de Y ♭s .
De´monstration. — Soit s un point ge´ome´trique de S. La restriction de
ξ∗OY ♭/OY est supporte´ par Ys−Us qui est un sche´ma de dimension ze´ro.
Il s’ensuit que H1(Ys, ξ∗OY ♭/OY ) = 0 et
dimH0(Ys, ξ∗OY ♭/OY )
est la diffe´rence entre le genre arithme´tique de Ys et celui de Y
♭
s . C’est
donc une fonction localement constante en s. Il reste a` appliquer le
the´ore`me de changement de base pour les faisceaux cohe´rents [54, 5,
corollaire 2].
La seconde assertion est une conse´quence du fait que ξ∗Qℓ est un fais-
ceau localement constant.
Nous allons nous restreindre aux cas des courbes spectrales. Soit B
l’espace de module des normalisations en famille des courbes spectrales
Ya. Il associe a` tout k-sche´ma S le groupo¨ıde B(S) des triplets (a, Y
♭
a , ξ)
ou` a ∈ A♥(S) un S-point de A♥ ou` Y ♭a est une S-courbe projective lisse
et ou` ξ : Y ♭a → Ya est une normalisation en famille de la courbe spectrale
Ya associe´e a` a. Le foncteur B est repre´sentable par un k-sche´ma de type
fini.
Le morphisme d’oubli B → A♥ induit une bijection au niveau des
k¯-points. En effet, pour tout a ∈ A♥(k¯), la normalisation Y ♭a de Ya est
uniquement de´termine´e. Toutefois, B a plus de composantes connexes que
A. En effet, les deux invariants π0(Y˜a) et δa sont localement constants
d’apre`s la proposition pre´ce´dente. Soit Ψ l’ensemble des composantes
connexes de B ⊗k k¯. Pour tout ψ ∈ Ψ, il existe un entier δ(ψ) e´gal a` δa
pour tout a ∈ Bψ(k¯).
94 NGOˆ BAO CHAˆU
Proposition 5.1.3. — Si deg(D) est grand par rapport a` δ(ψ), alors
Bψ est de dimension infe´rieure ou e´gale a` dim(A)− δ(ψ).
Teissier cf. [74], Diaz, Harris cf. [15], Fantechi, Gottsche, Van Straten
cf. [23] et Laumon cf. [50] ont de´montre´ l’analogue local de ce re´sultat.
Le passage du local au global ne´cessite pour le moment l’hypothe`se sur
deg(D). Nous n’utiliserons ce re´sultat que comme un guide. A partir du
paragraphe suivant, les lettres B, Ψ et ψ prendront des significations un
peu diffe´rentes.
5.2. Normalisation en famille des courbes came´rales. — Dans le
cas des groupes classiques, on dispose encore des courbes spectrales [32],
[57]. Ne´anmoins, avec ces courbes spectrales on est amene´ a` travailler
cas par cas. On va en fait examiner le cas ge´ne´ral en e´tudiant l’espace de
module des normalisations des courbes came´rales munies de l’action de
W . Ceci conduira meˆme dans le cas GL(r) a` construire une stratification
diffe´rente, plus fine que celle de´finie l’espace de module des normalisations
des courbes spectrales.
Soit S un k-sche´ma. Un S-point a de A♥ de´finit un morphisme a :
X × S → cD. En prenant l’image re´ciproque du reveˆtement π : tD → cD,
on obtient un reveˆtement fini plat X˜a de X×S qui dans chaque fibre est
ge´ne´riquement un torseur sous W .
Conside´rons le foncteur B qui associe a` tout k-sche´ma S le groupo¨ıde
des triplets (a, X˜♭a, ξ) ou` :
– a ∈ A♥(S) est un S-point de A♥.
– X˜♭a est une S-courbe propre et lisse munie d’une action de W et
d’un morphisme π♭a : X˜
♭
a → X × S qui est fini, plat et fibre par fibre
ge´ne´riquement un torseur sous W .
– ξ : X˜♭a → X˜a est morphisme birationnel W -e´quivariant qui est une
normalisation en famille cf. 5.1.1.
Soit b = (a, X˜♭a, ξ) ∈ B(S) un point de B a` valeur dans un sche´ma
connexe S. Soit prS : X × S → S la projection sur S. D’apre`s 5.1.1,
l’image directe (prS)∗(ξ∗O eX♭a/OX♭a) est un OS-module localement libre. Il
en est de meˆme de
((prS)∗(ξ∗O eX♭a/OX♭a)⊗OX t)
W
sous l’hypothe`se que l’ordre de W est premier a` la caracte´ristique de k.
Puisque S est connexe, ce OS-module localement libre a un rang qu’on
notera δ(b).
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Pour tout a ∈ A♥(k¯), la courbe came´rale X˜a admet une unique nor-
malisation X˜♭a qui est alors une courbe lisse sur k¯. Il en re´sulte que le
morphisme d’oubli B → A♥ induit une bijection sur les k¯-points. Elle
induit par ailleurs une injection sur les points a` valeurs dans n’importe
quel corps par l’unicite´ de la normalisation. En caracte´ristique p et sur
un corps non parfait, la normalisation peut ne pas eˆtre lisse de sorte que
l’application ci-dessus peut ne pas eˆtre surjective quand elle est e´value´e
sur un corps non parfait.
The´ore`me 5.2.1. — Le foncteur B de´fini ci-dessus est repre´sentable
par un k-sche´ma de type fini.
De´monstration. — Conside´rons le foncteur B′ qui associe a` tout sche´ma
S l’ensemble des couples (X˜♭a, γ) ou` :
– X˜♭a est une courbe propre et lisse au-dessus de S muni d’une action
de W munie d’un morphisme π♭a : X˜
♭
a → X × S qui est fini, plat et dans
chaque fibre est ge´ne´riquement un torseur W .
– γ : X˜♭a → tD × S est un morphisme W -e´quivariant tel que l’image
inverse de l’ouvert re´gulier semi-simple de tD est dense dans chaque fibre.
Soit H le foncteur qui associe a` tout sche´ma S l’ensemble des classes
d’isomorphisme de courbes projectives lisses X˜♭a sur S muni d’une action
de W et d’un morphisme π♭a : X˜
♭
a → X×S comme ci-dessus. Ce foncteur
est repre´sentable par un k-sche´ma quasi-projectif. Le morphisme h : B′ →
H est e´galement repre´sentable de sorte que B′ est repre´sentable par un
k-sche´ma quasi-projectif.
Par ailleurs, on a un morphisme B → B′. Il associe au point b =
(a, X˜♭a, ξ) ∈ B(S) le point b
′ = (X˜♭a, γ) ou` γ est le compose´ de ξ : X˜
♭
a → X˜a
avec l’immersion ferme´e X˜a → tD×S. Pour de´montrer la repre´sentabilite´
de B, il suffit de ve´rifier l’assertion suivante.
Lemme 5.2.2. — Le morphisme B→ B′ est un isomorphisme.
De´monstration. — Pour de´montrer que le morphisme B → B′ est un
isomorphisme, on va en construire un inverse. Soit b′ = (X˜♭a, γ) ∈ B
′(S).
Conside´rons la partie W -invariante dans l’image directe (π♭a)∗OX♭a . C’est
un faisceau en OX×S-alge`bres finies qui fibre par fibre au-dessus de S est
isomorphe ge´ne´riquement a` OX . Puisque X est normal, ceci implique que
((π♭a)∗O eX♭a)
W = OX×S .
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En utilisant l’e´galite´ k[t]W =  cf. 1.1.1, le morphisme W -e´quivariant
γ : X˜♭a → tD induit un morphisme a : X × S → cD. Soit X˜a la courbe
came´rale associe´e a` a. Le morphisme γ se factorise alors par un mor-
phisme
ξ : X˜♭a → X˜a
qui est fibre par fibre au-dessus de S une normalisation de Xa. On a donc
construit un point b = (a, X˜♭a, ξ) ∈ B(S). Le morphisme B
′ → B ainsi
construit est l’inverse du morphisme B→ B′ dans l’e´nonce´ du lemme.
Soit Ψ l’ensemble de ses composantes connexes de B ⊗k k¯. Pour tout
ψ ∈ Ψ, soit Bψ le re´duit de la composante connexe de B ⊗k k¯ indexe´e
par ψ. Le groupe de Galois Gal(k¯/k) agit sur l’ensemble Ψ. Pour tout
ψ ∈ Ψ, soit Aψ l’image de Bψ dans A
♥ ⊗k k¯. A priori, Aψ est un sous-
ensemble constructible d’apre`s un the´ore`me de Chevalley. On sait que
c’est un sous-ensemble localement ferme´.
Lemme 5.2.3. — Pour tout ψ ∈ Ψ, Aψ est un sous-sche´ma localement
ferme´ de A⊗k k¯ et Bψ → Aψ est un morphisme fini radiciel.
De´monstration. — Le morphisme Bψ → A⊗k k¯ est un morphisme quasi-
fini car il induit une injection sur les points ge´ome´triques. D’apre`s le
the´ore`me principal de Zariski, il peut se factoriser en une immersion
ouverte d’image dense Bψ → B¯ψ suivie d’un morphisme fini ν : B¯ψ →
A⊗k k¯. Notons A¯ψ le sous-sche´ma ferme´ de A
♥⊗k k¯ image de ν. Il suffit de
de´montrer que B¯ψ → A¯ψ induit une bijection sur les points ge´ome´triques.
En effet, si c’est le cas Aψ sera le comple´mentaire de l’image de B¯ψ−Bψ
et par conse´quent est un ouvert de A¯ψ. De plus, Bψ = ν
−1(Aψ) si bien
que le morphisme Bψ → Aψ est un morphisme fini radiciel.
Soit a ∈ A¯ψ(k¯) tel qu’il existe deux points diffe´rents b, b
′ ∈ B¯ψ(k¯)
d’image a. Soit a˜ le point ge´ne´rique de A¯ψ. L’image inverse ν
−1(a˜) est un
e´paississement du point ge´ne´rique de Bψ. Faisons passer un trait formel
S avec le point ge´ne´rique en a˜ et le point ferme´ en a. L’image inverse
ν−1(S) est un sche´ma fini au-dessus de S avec dans sa fibre spe´ciale
deux points distincts b et b′. Elle a donc au moins deux composantes
connexes contenant respectivement b et b′ par le lemme de rele`vement
d’idempotents. Comme le morphisme Bψ → Aψ induit une bijection
sur les points a` valeur dans un corps alge´briquement clos, l’une de ses
deux composantes connexes a une fibre ge´ne´rique vide. Ceci contredit
l’hypothe`se que b et b′ sont dans l’adhe´rence de Bψ.
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Proposition 5.2.4. — Il existe une unique stratification
A♥ ⊗k k¯ =
⊔
ψ∈Ψ
Aψ
par des sous-sche´mas localement ferme´s re´duits connexes Aψ telle que
(1) au-dessus de chaque strate Aψ, la courbe came´rale X˜ψ admet une
normalisation en famille apre`s un changement de base fini radiciel.
(2) pour tout k¯-sche´ma S connexe re´duit qui est muni d’un morphisme
s : S → A♥ ⊗k k¯ tel que la restriction de la courbe came´rale a` S admet
une normalisation famille, alors le morphisme s se factorise par l’un des
Aψ.
De´monstration. — Les Aψ construits dans le lemme pre´ce´dent forment
une stratification qui ve´rifie la premie`re condition. Si s : S → A♥⊗k k¯ est
un morphisme comme dans la seconde condition, il doit ne´cessairement
se factoriser par B. Comme S est connexe, et il se factorise par l’un des
Bψ. Il s’ensuit qu’il se factorise par Aψ de sorte que la seconde condition
est e´galement satisfaite. Il est clair que les deux conditions caracte´risent
comple`tement la stratification.
Conside´rons l’ordre partiel dans Ψ dans lequel ψ′ ≤ ψ si et seulement
si la strate Aψ′ est contenue dans l’adhe´rence de Aψ. Puisque A
♥ ⊗k k¯
est irre´ductible, Ψ a un e´le´ment maximal qu’on notera ψG.
Lemme 5.2.5. — Supposons que deg(D) > 2g. Alors la grosse strate
AψG est e´gale a` l’ouvert A
♦ de 4.6. En particulier, a ∈ AψG si et seule-
ment si la courbe came´rale ψG est lisse.
De´monstration. — On sait par 4.6.1 que A♦ est un ouvert non vide de
A♥. Il s’ensuit queA♦∩AψG 6= ∅. D’apre`s 4.6.3, a ∈ A
♦(k¯) si et seulement
si la courbe came´rale est lisse. Cette proprie´te´ e´tant pre´serve´e dans une
normalisation en famille de courbe came´rale, on en de´duit que X˜a est
lisse pour tout a ∈ AψG(k¯) d’ou` AψG ⊂ A
♦(k¯). Par ailleurs, au-dessus de
A♦, on a une normalisation en famille triviale des courbes came´rales de
sorte que AψG = A
♦.
Le groupe Gal(k¯/k) agit sur l’ensemble fini Ψ. La re´union des strates
Aψ pour les indices ψ dans une orbite sous Gal(k¯/k) descend en un sous-
sche´ma localement ferme´ de A♥.
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5.3. Stratification a` δ constant. — D’apre`s la formule 4.9.2, l’inva-
riant δa est constant dans une normalisation en famille de base connexe.
On en de´duit une application
δ : Ψ→ N
de l’ensemble Ψ des composantes connexes de B dans N tel que pour
tout a ∈ Aψ(k¯), on a δa = δ(ψ). Notons que la fonction δ : Ψ → N est
une fonction de´croissante.
Lemme 5.3.1. — Soient ψ, ψ′ ∈ Ψ avec ψ ≥ ψ′. Alors on a δ(ψ) ≤
δ(ψ′).
De´monstration. — Soit S = Spec(R) un trait formel de point ge´ne´rique
η = Spec(k(η)) et de point spe´cial s = Spec(k(s)) alge´briquement clos.
Soit a : S → A♥ un S-point de A♥ dont le point ge´ne´rique est dans Aψ
et dont le point spe´cial est dans Aψ′. Soit
X˜a → S ×X
le reveˆtement came´ral associe´.
Quitte a` remplacer η par une extension inse´parable et S par son norma-
lise´ dans cette extension, on peut supposer que le morphisme a : η → Aψ
se factorise par Bψ. Alors la normalisation X˜
♭
a,η de la fibre ge´ne´rique X˜a,η
est une courbe lisse.
Conside´rons la normalisation X˜♭a de X˜a dans X˜
♭
a,η et notons ξ le mor-
phisme
ξ : X˜♭a → X˜a.
Le R-sche´ma X˜♭a,η est plat. En effet, comme R est un anneau de valuation
discre`te, pour qu’un R-moduleM soit plat, il suffit qu’il soit sans torsion.
Par ailleurs, l’ope´ration de normalisation n’introduit pas de torsion. Le
R-module
H0(X˜a, ξ∗O eX♭a/O eXa)
est alors un R-module plat M fini et plat muni d’une action de W .
En effet, en tordant par un fibre´ inversible sur X˜a de degre´ tre`s ne´gatif
puis en prenant la suite exacte longue de cohomologie on peut re´aliser
H0(X˜a, ξ∗O eX♭a/O eXa) comme le noyau d’un morphisme surjectif entre deux
R-modules plats.
D’apre`s la formule 4.9.2, la fibre ge´ne´rique de ce module calcule l’in-
variant δ(ψ)
δ(ψ) = dimk(η)(t⊗OX Mη)
W .
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En de´ployant de G dans un voisinage du lieu de ramification de X˜a,k(s) →
X × S, la formule ci-dessus se re´crit
δ(ψ) = dimk(η)(t⊗k Mη)
W.
Puisque M est R-plat et l’ordre deW est premier a` la caracte´ristique, on
peut de´composer le R[W]-moduleM en somme directe de repre´sentations
irre´ductibles de W de sorte que
dimk(η)(t⊗k Mη)
W = dimk(s)(t⊗k Ms)
W.
La fibre spe´ciale de X˜♭a,s de X˜
♭
a n’est a priori qu’une normalisation
partielle de X˜a. Pour calculer l’invariant δ(ψ
′), on est amene´ a` prendre la
normalisation comple`te (X˜♭a,s)
♭ de X˜♭a,s. Le k(s)[W]-module Ms est alors
un facteur direct de H0(O( eX♭a,s)♭/O eXa,s). On en de´duit la formule
δ(ψ′) ≥ diml(t⊗k Ml)
W
d’ou` le lemme.
Pour tout entier δ ∈ N, la re´union
Aδ ⊗k k¯ :=
⊔
δ(ψ)≥δ
Aψ
est un ferme´ de A ⊗k k¯. On va poser Aδ := Aδ − Aδ+1 qui est alors un
sous-sche´ma localement ferme´ de A. On obtient ainsi une stratification
(5.3.2) A♥ ⊗k k¯ =
⊔
δ∈N
Aδ
appele´e la stratification a` δ constant.
Conside´rons la grosse strate AψG pour l’e´le´ment maximal ψG de Ψ.
Cette strate consiste en les points a ∈ A(k¯) telle que la courbe came´rale
X˜a est lisse. L’invariant δ vaut alors 0. En particulier, la strate A0 dans
la stratification δ constant ci-dessus est un ouvert non vide de A. En
ge´ne´ral, il contient strictement l’ouvert AψG , comme le montre l’exmple
suivant.
Dans le cas G = GLr, la description de Pa en termes de la courbe
spectrale implique que δa = 0 si et seulement si la courbe spectrale Ya
est lisse. Il peut arriver que la courbe spectrale est lisse avec un point de
branchement y ∈ Ya d’ordre supe´rieur a` 2. Dans ce cas la courbe came´rale
X˜a n’est pas lisse. On voit ainsi que dans le cas GLr la stratification
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par normalisation en famille des courbes came´rales raffine strictement la
stratification par normalisation en famille des courbes spectrales.
5.4. Stratification par les valuations radicielles. — Soit v¯ un
point ge´ome´trique de X¯ et notons O¯v¯ la comple´tion de X¯ en v¯ et F¯v¯
son corps des fractions. En choisissant un uniformisant εv¯, on peut iden-
tifier O¯v¯ avec l’anneau k¯[[εv¯]]. Nous choisissons une trivialisation de la
restriction ρG a` O¯v¯ qui de´ploie G et qui fournit en particulier un isomor-
phisme W =W.
Nous allons passer brie`vement en revue l’analyse [26] de la stratifica-
tion de c♥(Ov¯) par les valuations radicielles, due a` Goresky, Kottwitz et
MacPherson. Leurs strates de valuations radicielles sont plus fines que
nos strates de´finies par les normalisations en familles et a fortiori plus
fines que les strates a` δ constants.
Soient a ∈ c♥(O¯v¯) et Ja = a
∗J le sche´ma en groupes lisse sur O¯v¯ qui
s’en de´duit. La fibre ge´ne´rique de Ja est un tore dont la monodromie peut
eˆtre de´crite a` l’aide du reveˆtement came´ral cf. 2.4.7. Soit F¯ sepv¯ la cloˆture
se´parable de F¯v¯. Soit x ∈ t(F¯
sep
v¯ ) un F¯
sep
v¯ -point de t d’image a ∈ c(F¯v¯).
Le choix de ce point de´finit un homomorphisme
π•a : Iv¯ →W
ou` Iv¯ = Gal(F¯
sep
v¯ /F¯v¯). Puisque la caracte´ristique de k ne divise par l’ordre
de W, π•a se factorise par le quotient mode´re´ I
tame
v¯ de Iv¯. Pour adhe´rer
aux notations de [26], choisissons un ge´ne´rateur topologique de Itamev¯ et
notons wa l’image de ce ge´ne´rateur par π
•
a.
Pour toute racine α ∈ Φ, on a un entier
r(α) := valv¯(α(x))
ou` valv¯ est l’unique prolongement de la valuation valv¯(εv¯) = 1 sur F¯v¯ a`
F¯ sepv¯ . On obtient ainsi une fonction r : Φ→ Q+.
Le couple (wa, r) de´pend du choix de x mais l’orbite sous W de ce
couple n’en de´pend pas. Nous allons noter [wa, r] l’orbite sous W du
couple (wa, r).
On a l’e´galite´ e´vidente∑
α∈Φ
r(α) = degv¯(a
∗DG) = dv¯(a).
L’invariant
cv¯(a) = dim(t)− dim(t
wa)
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est la chute du rang torique du mode`le de Ne´ron de Ja. D’apre`s la formule
de Bezrukavnikov, on a
δv¯(a) =
dv¯(a)− cv¯(a)
2
.
Soit c♥(Ov¯)[w,r] le sous-ensemble des a ∈ c
♥(Ov¯) avec l’invariant [w, r]
donne´. D’apre`s [26], cet ensemble est admissible c’est-a`-dire qu’il existe
un entier N et un sous-sche´ma localement ferme´ Z de c(Ov¯/ε
N
v¯ Ov¯) vu
comme k¯-sche´ma tel que c♥(Ov¯)[w,r] soit l’image re´ciproque de Z(k¯) par
l’application c(Ov¯)→ c(Ov¯/ε
N
v¯ Ov¯). On dira que c
♥(Ov¯)[w,r] est admissible
d’e´chelon N .
Ils de´finissent alors la codimension de la strate c♥(Ov¯)[w,r] comme la
codimension de Z dans c(Ov¯/ε
N
v¯ Ov¯) vue comme k¯-sche´mas. Cette codi-
mension ne de´pend visiblement pas de l’e´chelon N choisi pourvu que
celui-ci soit assez grand. Notons codim[w, r] cette codimension. D’apre`s
[26, 8.2.2] on a la formule explicite
codim[w, r] = d(w, r) +
dv¯(a) + cv¯(a)
2
ou` l’entier d(w, r) est la codimension de tw(O)r dans tw(O) dans les nota-
tions de loc. cit. Nous nous contenterons d’une estimation plus grossie`re.
Proposition 5.4.1. — Si δa > 0, on a l’ine´galite´
codim[w, r] ≥ δa + 1.
De´monstration. — Il est clair que
codim[w, r] = δv¯(a) + cv¯(a) + d(w, r)
ou` δv¯(a) = (dv¯(a)− cv¯(a))/2. Si w n’est pas l’e´le´ment trivial de W , on
a cv¯(a) ≥ 1. Si w = 1, par de´finition de [26, 8.2.2], d(w, r) est la codi-
mention de t(O¯v¯)r dans t(O¯v¯) ou` t(O¯v¯)r est la partie admissible de t(O¯v¯)
constitue´e des e´le´ments ayant la valuation radicielle r. Si δv¯(a) > 0, alors
r 6= 0 de sorte que cette partie est de codimension strictement positive.
Donc d(w, r) ≥ 1. Dans les deux cas, on obtient donc l’ine´galite´ qu’on
voulait.
Proposition 5.4.2. — Si le degre´ de D est tre`s grand par rapport a` δ,
la strate a` δ constant Aδ est de codimension plus grande ou e´gale a` δ.
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De´monstration. — Pour toute partition δ• de δ en une somme d’entiers
naturels δ = δ1+ · · ·+δn, conside´rons le sous-sche´ma Zδ• de A
♥×Xj qui
consiste en les uplets (a; x1, . . . , xn) avec a ∈ A
♥(k¯) et x1, . . . , xn ∈ X(k¯)
tels que l’invariant δ local δxi(a) vaut δi. On peut stratifier Zδ• en re´union
des strates Z[w•,r•] des (a; x1, . . . , xn) tel que l’image dans c
♥(O¯xi) soit
dans la strate de valuation radicielle c♥(O¯xi)[wi,ri]. Supposons que cette
strate est admissible d’e´chelon Ni. Pour deg(D) tre`s grand, l’application
line´aire
A −→
n∏
i=1
c(O¯xi/ε
NiO¯xi)
est surjective. Il s’ensuit que Z[w•,r•] est de codimension au moins e´gale a`
n∑
i=1
(δi + 1)
dans A × Xn Il s’ensuit que son image dans A est de codimension au
moins e´gale a` δ =
∑n
i=1 δi. La proposition s’en de´duit.
On pense que cette ine´galite´ est valide sans l’hypothe`se que deg(D)
soit tre`s grand par rapport a` δ. Un calcul de l’action infinite´simale de Pa
sur Ma montre que c’est vrai en caracte´ristique ze´ro. Nous pre´senterons
sur ce calcul dans une autre occasion.
5.5. L’ouvert e´tale A˜ de A. — Dans l’e´nonce´ de la dualite´ de Tate-
Nakayama 1.6.4, il est ne´cessaire de choisir un certain point base pour
de´finir la κ-inte´grale orbitale pour un e´le´ment κ ∈ Tˆ. On va de meˆme
construire un ouvert e´tale A˜ de A qui consiste a` faire le choix d’un point
base de la courbe came´rale dans le lieu ou` celle-ci est e´tale au-dessus de
X . On verra dans la suite l’e´nonce´ de stabilisation deviendra beaucoup
plus plaisant sur A˜.
Soit ∞ ∈ X(k¯) un point ge´ome´trique de X . Conside´rons l’ouvert A∞
de A♥ ⊗k k¯ qui consiste en les points a ∈ A
♥(k¯) tel que le reveˆtement
came´ral X˜a → X¯ est e´tale au-dessus du point ∞. En variant le point ∞,
on obtient un recouvrement de A♥ ⊗k k¯ par les ouverts de Zariski A
∞.
Notons que si le point ∞ est de´fini sur k, A∞ l’est aussi.
Conside´rons le reveˆtement A˜ dont les k¯-points sont des couples (a, ∞˜)
ou` a ∈ A∞(k¯) et ∞˜ est un point de X˜a au-dessus de ∞. Le morphisme
d’oubli de ∞˜
(5.5.1) W∞ : A˜→ A
∞
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est un torseur sous le groupe W∞ qui est la fibre de W au-dessus de ∞.
Si le point ∞ est de´fini sur k, A˜ est aussi de´fini sur k.
Lemme 5.5.2. — Supposons que deg(D) > 2g. Alors A˜ est lisse et
irre´ductible.
De´monstration. — On a un diagramme carte´sien
A˜

// tD,∞

A∞ // cD,∞
ou` la fle`che de bas est une partie ouverte de l’application line´aire de
restriction de A = H0(X, cD) a` la fibre de cD en ∞ et ou` la fle`che de
droite se de´duit de t →  par torsion. Sous l’hypothe`se deg(D) > 2g,
cette application line´aire est surjective cf. 4.6.2. On en de´duit que la
fle`che du haut du diagramme est un morphisme lisse de fibres connexes.
Puisque tD,∞ est un vectoriel, A˜ est lisse et irre´ductible.
Conside´rons l’image re´cipoque de la stratification
(5.5.3) A⊗k k¯ =
⊔
ψ∈Ψ
Aψ.
par le morphisme W∞ : A˜→ A
∞. En de´composant W−1∞ (Aψ) pour tout
ψ ∈ Ψ en composantes connexes, on obtient ainsi une stratification
(5.5.4) A˜ =
⊔
ψ˜∈Ψ˜
A˜ψ˜.
Sur l’ensemble Ψ˜, on conside`re la relation d’ordre de´finie par ψ˜1 ≤ ψ˜2
si et seulement si A˜ψ˜1 est inclu dans l’adhe´rence de A˜ψ˜2. Le groupe W∞
agit sur l’ensemble Ψ˜ et l’ensemble quotient de Ψ˜ par l’action de W∞
s’identifie au sous-ensemble de Ψ des strates Aψ ayant une intersection
non vide avec A∞.
Puisque A˜ est irre´ductible, l’ensemble Ψ˜ admet un e´le´ment maximal
note´ ψ˜. Il est stable sous l’action de W∞ et son image est l’e´le´ment
maximal ψG de Ψ.
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5.6. Stratification par les invariants monodromiques. — On va
maintenant construire une autre stratification de A♥ ⊗k k¯ fonde´e sur la
monodromie de la courbe came´rale. Comme la stratification a` δ constant,
la stratification par les invariants monodromiques sera obtenue en re-
groupant les strates dans la stratification par normalisation en famille
des courbes came´rales 5.2.4.
Les invariants monodromiques qu’on va de´finir de´pendent d’une re´duc-
tion du torseur ρG cf. 1.3.6. On se donne donc un torseur ρ : Xρ → X
sous un groupe discret Θρ et un homomorphisme Θρ → Out(G) tel que
ρG = ρ ∧
Θρ Out(G). On se donne aussi un k¯-point ∞ρ de Xρ au-dessus
de ∞. Ce point de´finit un point ge´ome´trique xG de ρG au-dessus de ∞
et fournit en particulier une identification W∞ =W.
Pour tout a ∈ A∞(k¯), on a un reveˆtement e´tale
X˜ρ,a = X˜a ×X Xρ
de la courbe came´rale X˜a. La courbe X˜ρ,a est alors munie d’une action
deW⋊Θρ. Soit X˜
♭
ρ,a la normalisation de X˜ρ,a qui est aussi munie d’une
action de W ⋊ Θρ. La donne´e d’un point ge´ome´trique ∞˜ de X˜a de´finit
alors un point ge´ome´trique
∞˜ρ = (∞˜,∞ρ)
dans le lieu lisse de X˜ρ,a et donc un point ge´ome´trique de X˜
♭
ρ,a.
Soit a˜ = (a, ∞˜) ∈ A˜(k¯). Soit Ca˜ la composante connexe de X˜
♭
ρ,a qui
contient le point ∞˜. Soit Wa˜ le sous-groupe de W ⋊ Θρ constitue´s des
e´le´ments qui laissent stable cette composante. On conside`re aussi le sous-
groupe Ia˜ engendre´ par les e´le´ments de Wa˜ qui admettent au moins un
point fixe dans Ca˜. C’est un sous-groupe normal de Wa˜. Il est clair que
la Ia˜ est contenu dans le noyau de la projection Wa˜ → Θρ de sorte que
Ia˜ ⊂Wa˜ ∩W.
Proposition 5.6.1. — Il existe une application ψ˜ 7→ (Iψ˜,Wψ˜) de l’en-
semble Ψ˜ des strates dans l’ensemble des couples (I∗,W∗) forme´s d’un
sous-groupe W∗ deW⋊Θ et d’un sous-groupe normal I∗ de W∗ telle que
pour tout a˜ = (a, ∞˜) ∈ A˜ψ˜(k¯) on a
(Ia˜,Wa˜) = (Iψ˜,Wψ˜).
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De´monstration. — Conside´rons l’image inverse de Bψ → Aψ par le mor-
phisme fini e´tale W∞ : W
−1
∞ (Aψ) → Aψ. Chosissons une de ses compo-
santes connexes B˜ψ˜. Par construction, au-dessus de Bψ, on a une courbe
propre et lisse X˜♭ψ qui normalise fibre par fibre la courbe came´rale X˜ψ. Au-
dessus de B˜ψ˜, X˜
♭
ρ,ψ˜
admet une section tautologique. Cette section de´finit
une composante connexe Cψ˜ qui fibre par fibre est la composante connexe
Ca˜. C’est une courbe projective lisse de fibres connexes au-dessus de Bψ˜.
Soit Wψ˜ le sous-groupe de W ⋊ Θρ qui laisse stable cette composante.
Pour tout a˜ ∈ A˜ψ˜(k¯), on a Wa˜ = Wψ˜.
Soit w ∈ Wψ˜ un e´le´ment ayant au moins un point fixe dans C
a˜. On
a alors w ∈W. Puisque le reveˆtement Ca˜ → X¯ est ge´ne´riquement e´tale
galoisien de groupe de Galois Wa˜, les points fixes de w dans Ca˜ sont
isole´s. Puisque l’ordre de W est premier a` la caracte´ristique de k, les
points fixes sont de multiplicite´ un. En appliquant la formule des points
fixes de Lefschetz, on a
tr(w,H∗(Ca˜,Qℓ)) 6= 0.
Puisque Cψ˜ → B˜ψ˜ est un morphisme propre lisse, les groupes de coho-
mologie H∗(Ca˜′ ,Qℓ) s’organisent en un syste`me local quand a˜
′ varie dans
Bψ˜. On en de´duit que
tr(w,H∗(Ca˜′,Qℓ)) 6= 0
pour tout a˜′ ∈ Bψ˜(k¯). Il en re´sulte que w a au moins un point fixe dans
Ca˜′ . Ainsi, le sous-groupe deWψ˜ engendre´ par les e´le´ments ayant au moins
un point fixe dans Ca˜ ne de´pend pas du choix du point ge´ome´trique a˜.
On obtient donc une application ψ˜ 7→ (Iψ˜,Wψ˜) de Ψ˜ dans l’ensemble
des couples forme´s d’un sous-groupe W∗ deW⋊Θρ et d’un sous-groupe
normal I∗ de W∗ ∩W. Cette application est e´quivariante par rapport a`
l’action par conjugaison deW. On en de´duit par passage au quotient une
application de Ψ˜/W dans l’ensemble des classes de W-conjugaison des
couples (I∗,W∗). On a ainsi de´fini une application ψ 7→ [Iψ,Wψ] sur le
sous-ensemble de Ψ des strates Aψ ayant une intersection no vide avec
A∞. On ve´rifie sans difficulte´ que ces applications sont compatibles pour
les pour les choix diffe´rents de ∞ et donc se recollent en une application
ψ 7→ [Iψ,Wψ] de´fini sur l’ensemble Ψ tout entier.
Il existe une relation d’ordre e´vident sur l’ensemble des couples (I∗,W∗)
de´finie par (I1,W1) ≤ (I2,W2) si et seulement si I1 ⊂ I2 et W1 ⊂ W2.
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Elle induit une relation d’ordre sur l’ensemble des classes de conjugaison
[I∗,W∗] de´finie par [I1,W1] ≤ [I2,W2] si et seulement s’il existe w ∈W⋊Θ
tel que wI1w
−1 ⊂ I2 et wW1w
−1 ⊂W2.
Lemme 5.6.2. — L’application ψ˜ 7→ (Iψ˜,Wψ˜) est croissante. Il en est
de meˆme de l’application ψ 7→ [Iψ,Wψ].
De´monstration. — On raisonne comme dans la de´monstration de 5.3.1.
Soit S = Spec(R) un trait formel de point ge´ne´rique η = Spec(k(η))
et de point ferme´ s = Spec(k(s)) ge´ome´trique. Soit a˜ : S → A˜ un
morphisme avec a˜(η) ∈ A˜ψ˜ et a˜(s) ∈ A˜ψ˜′ . On doit de´montrer que
(Iψ˜,Wψ˜) ≥ (Iψ˜′ ,Wψ˜′).
Conside´rons le reveˆtement X˜ρ,a de X×S qui est de´fini comme l’image
re´ciproque par a du reveˆtement Xρ × tD → cD. Conside´rons la norma-
lisation X˜♭ρ,a de X˜ρ,a. Quitte a` faire un changement radiciel du trait, on
peut supposer que la fibre ge´ne´rique (X˜♭ρ,a)η est une courbe lisse sur k(η)
de sorte qu’on peut calculer (Iψ˜,Wψ˜) a` partir de cette fibre ge´ne´rique.
En revanche, la fibre spe´ciale (X˜♭ρ,a)s n’est pas normale en ge´ne´ral et il
faut prendre sa normalisation (X˜♭ρ,a)
♭
s pour calculer (Iψ˜′ ,Wψ˜′).
Le point a˜ de´finit une section de (X˜♭ρ,a)η. Notons Ca˜ la composante
connexe de (X˜♭ρ,a)η contenant cette section. Le groupe Wψ˜ est alors le
sous-groupe de W ⋊ Θρ forme´ des e´le´ments qui laissent stable cette
composante. Soit Ca˜(s) la composante connexe de (X˜
♭
ρ,a)
♭
s contenant le
point de´finit par a˜(s). Le groupe Wψ˜′ est le sous-groupe de W ⋊ Θρ
forme´ des e´le´ments qui laissent stable Ca˜(s). Comme Ca˜(s) est une com-
posante connexe de la normalisation de la fibre spe´ciale de Ca˜, on a
une inclusion Wψ˜′ ⊂ Wψ˜. Un e´le´ment de Wψ˜′ ayant un point fixe dans
Ca˜(s) a ne´cessairement un point fixe dans Ca˜ d’ou` la seconde inclusion
Iψ˜′ ⊂ Iψ˜.
Pour tout (I∗,W∗) comme ci-dessus, notons A˜(I∗,W∗) la re´union des
strates Aψ˜ telles que (Iψ˜,Wψ˜). D’apre`s 5.6.2, c’est une partie localement
ferme´e de A˜. On obtient ainsi une stratification de A˜
(5.6.3) A˜ =
⊔
(I∗,W∗)
A˜(I∗,W∗)
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De meˆme, on a une stratification compatible de A♥
(5.6.4) A♥ ⊗k k¯ =
⊔
[I∗,W∗]
A[I∗,W∗]
Lemme 5.6.5. — Conside´rons une re´duction de la restriction de ρG a`
X a` un torseur irre´ductible ρ¯ : Xρ¯ → X¯ sous un groupe Θρ¯. Conside´rons
les invariants monodromiques relatifs a` cette re´duction. Soit ψ˜G l’e´le´ment
maximal de Ψ˜. On a alors
(Iψ˜G ,Wψ˜G) = (W,W⋊Θρ¯).
De meˆme, on a [IψG ,WψG] = [W,W⋊Θρ¯] ou` ψG est l’e´le´ment maximal
de Ψ.
De´monstration. — Soit a˜ = (a, ∞˜) un k¯-point de la strate ouverte A˜ψ˜G .
D’apre`s cf. 4.6.4, X˜ρ¯,a est alors une courbe lisse et irre´ductible. On en
de´duit que Wa˜ =W⋊Θρ¯.
Le sous-groupe normal Ia˜ deWa est alors un sous-groupe normal deW .
La courbe X˜ρ¯,a coupe transversalement tous les murs de hα dans Xρ¯× t
associe´s aux racines α de g, le groupe Ia˜ est un sous-groupe normal de
W contenant toutes les re´flexions sα associe´s au mur hα. Il s’ensuit que
Ia =W.
Sous l’hypothe`se du lemme, on a un ouvert dense A[W,W⋊Θρ¯] de A.
En ge´ne´ral, il contient strictement la grosse strate A♦ = AψG. En effet,
dans la strate A[W,W⋊Θ], on demande a` la courbe came´rale X˜ρ¯,a d’eˆtre
irre´ductible alors que dans A♦, celle-ci doit eˆtre lisse et irre´ductible.
5.7. Description de π0(P). — Dans ce paragraphe, on va de´crire le
faisceau π0(P) le long des strates AI∗,W∗ de la stratification 5.6.4. Rappe-
lons la de´finition de ce faisceau. Le champ de Picard P→ A♥ e´tant lisse
4.4.2, il existe un unique faisceau π0(P) pour la topologie e´tale de A
♥
tel que la fibre de π0(P) en un point a ∈ A
♥(k¯) est le groupe π0(Pa) des
composantes connexes de Pa. Ceci est une conse´quence d’un the´ore`me de
Grothendieck cf. [27, 15.6.4], voir aussi [55, 6.2].
On va aussi conside´rer le proble`me interme´diaire de de´terminer le
faisceau π0(P
′) des composante connexes du champ de Picard P′ dont
la fibre en chaque point a ∈ A♥(k¯) classifie des J0a torseurs sur X¯ .
L’homomorphisme surjectif P′ → P induit un homomorphisme surjec-
tif π0(P
′)→ π0(P).
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On commence par regarder la restriction de ces faisceaux a` l’ouvert
e´tale A˜ de A♥ cf. 5.5. Cet ouvert de´pend du choix d’un point∞ ∈ X(k¯).
On a une stratification (5.6.3)
A˜ =
⊔
(I∗,W∗)
A˜(I∗,W∗)
par les invariants monodromiques avec I∗ ⊂ W∗ ⊂ W ⋊ Θρ. On a aussi
fixe´ une re´duction du Out(G)-torseur ρG en un torseur ρ : Xρ → X sous
le groupe Θρ muni d’un point ge´ome´trique ∞ρ de Xρ au-dessus de ∞.
Ceci permet en particulier d’identifier la fibre W∞ de W en ∞ avec W.
D’apre`s 4.10.2, pour tout point a˜ ∈ A˜(k¯), la fibre de π0(P
′
a˜) s’exprime
π0(P
′
a) = (Tˆ
Wa˜)∗
ou` l’exposant ( )∗ de´signe la dualite´ entre les groupes abe´liens de type
finis et les groupes diagonalisables de type fini sur Qℓ. De meˆme, π0(Pa)
s’identifie au quotient de π0(P
′
a) dual au sous-groupe Tˆ(Ia˜,Wa˜) de´fini
dans 4.10.2. L’e´nonce´ suivant permet de de´terminer comple`tement la res-
triction des faisceaux π0(P
′) et π0(P) a` A˜.
Proposition 5.7.1. — Les fle`ches surjectives de la proposition 4.10.2
X∗ → π0(P
′
a) = (X∗)Wa˜
de´finies pour tout a˜ = (a, ∞˜) ∈ A˜(k¯) s’interpolent en un homomor-
phisme surjectif canonique du faisceau constant de valeur X∗ sur A˜ dans
π0(P
′)|
A˜
.
De´monstration. — Soit a˜ = (a, ∞˜) ∈ A˜(k¯). Le point ge´ome´trique ∞˜ρ =
(∞˜,∞ρ) de X˜ρ,a permet d’identifier la fibre de Ja en ∞ avec le tore fixe
T cf. 2.4.7. Cette identification permet de de´finir un homomorphisme du
faisceau constant sur A˜ de valeur le groupe X∗ des cocaracte`res de T
dans l’image re´ciproque de P′ sur A˜, voir la de´monstration de [55, 6.8]
et donc un homomorphisme
X∗ × A˜→ π0(P
′)|
A˜
.
Fibre par fibre c’est l’homomorphisme surjectif de 4.10.2.
Remarque 5.7.2. — Notons que cet homomorphisme surjectif de´pend
du choix du k¯-point ∞ρ. Il est de´fini sur k si le point ∞ρ est de´fini sur
k. Notons que ∞ρ est de´fini sur k entraˆıne que ∞ est aussi de´fini sur k.
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Dans le langage des repre´sentations du groupe fondamental, il revient au
meˆme de dire que l’homomorphisme
ρ• : π1(X,∞) = π1(X,∞)⋊Gal(k¯/k)→ Θρ
de´fini a` partir de ∞ρ est trivial sur le facteur Gal(k¯/k).
A l’aide de ce lemme, on obtient une description explicite des res-
trictions de π0(P
′) et de π0(P) a` A˜. Pour tout ouvert e´tale U de A˜, la
stratification (5.6.3) induit sur U une stratification
U =
⊔
(I∗,W∗)
U(I∗,W∗).
Pour tout couple (I1,W1) forme´ d’un sous-groupe W1 deW⋊Θ et d’un
sous-groupe normal I1 de W1, U sera dit un petit ouvert de type (I1,W1)
si U(I1,W1) est l’unique strate ferme´e non vide dans la stratification ci-
dessus. Il est clair que les petits ouverts de diffe´rents types forment une
base de la topologie e´tale de A˜ dans le sens que tout ouvert peut eˆtre
recouvert par une famille de petits ouverts. Pour de´finir un faisceau pour
la topologie e´tale de A˜, il suffit donc de spe´cifier ses sections sur les petits
ouverts et les fle`ches de transition.
Conside´rons les faisceaux Π′ et Π de´finis comme suit. Pour un petit
ouvert U1 de type (I1,W1), on pose
Γ(U,Π′) = (TˆW1)∗ = (X∗)W1
Γ(U,Π) = Tˆ(I1,W1)
∗
Soit U2 un petit ouvert e´tale de U1 de type (I2,W2). Puisque U(I1,W1) est
l’unique strate ferme´e non vide de U1, on a l’ine´galite´
(I1,W1) ≤ (I2,W2).
On a alors une inclusion e´vidente des sous-groupes des invariants de Tˆ
sous W1 et W2
Tˆ
W2 ⊂ TˆW1
d’ou` la fle`che de transition
Γ(U1,Π
′)→ Γ(U2,Π
′).
La de´finition des fle`ches de transition du faisceau Π re´sulte du lemme
suivant.
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Lemme 5.7.3. — Si (I1,W1) ≤ (I2,W2), on a l’inclusion
Tˆ(I2,W2) ⊂ Tˆ(I1,W1).
De´monstration. — Soient κ un e´le´ment de Tˆ, Gˆκ son centralisateur dans
Gˆ et Hˆ la composante neutre de celui-ci. Soient (W⋊Θ)κ le centralisateur
de κ dans W ⋊ Θ et W
H
le groupe de Weyl de Hˆ. Si κ ∈ Tˆ(I2,W2)
alors I2 ⊂ WH et W2 ⊂ (W ⋊ Θ)κ. On en de´duit que I1 ⊂ WH et
W1 ⊂ (W⋊Θ)κ.
L’action de W sur A˜ se rele`ve de fac¸on e´vidente sur les faisceaux Π
et Π′. Le morphisme A˜ → A∞ e´tant un morphisme fini e´tale galoisien
de groupe de GaloisW, les faisceaux Π et Π′ descendent donc a` l’ouvert
A∞ de A♥. De´signons encore par Π et Π′ les faisceaux ainsi de´finis sur
A∞.
L’e´nonce´ suivant est une conse´quence imme´diate de 5.7.1 et 4.10.2.
Corollaire 5.7.4. — Il existe un isomorphisme canonique entre la res-
triction de π0(P
′), a` A∞ et Π′. De meˆme, on a π0(P)|A∞ = Π.
Les ouverts de A∞ de A♥ recouvrent A♥ de sorte que l’e´nonce´ ci-
dessus fournit une description comple`te des faisceaux π0(P) et π0(P
′).
En particulier, on a l’e´nonce´ suivant.
Corollaire 5.7.5. — Conside´rons une re´duction de la restriction de ρG
a` X a` un torseur irre´ductible ρ¯ : Xρ¯ → X¯ sous un groupe discret Θρ¯.
Conside´rons les invariants monodromiques relatifs a` cette re´duction. La
restriction de π0(P) a` l’ouvert A
♦⊗k k¯ de 4.6 est le faisceau constant de
valeur (Z
Θρ¯
Gˆ
)∗. Ici Z
Θρ¯
Gˆ
de´signe le sous-groupe des e´le´ments Θρ¯-invariants
dans le centre Z
Gˆ
de Gˆ.
De´monstration. — Rappelons que A♦ co¨ıncide avec la strate ouverte
AψG pour l’e´le´ment maximal ψG de Ψ. Le corollaire est une conse´quence
de l’e´galite´ (Iψ˜G ,W
′
ψ˜G
) = (W,W⋊Θρ¯) cf. 5.6.5. En effet, on peut ve´rifier
que
Tˆ(W,W⋊Θρ¯) = Z
Θρ¯
Gˆ
.
en prenant une extension centrale Gˆ′ → Gˆ avec un group de´rive´ simple-
ment connexe munie d’une action e´quivariante de Θρ¯.
LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGE`BRES DE LIE 111
6. Cohomologie au-dessus de l’ouvert anisotrope
Dans ce chapitre, nous allons introduire l’ouvert Aani de A au-dessus
duquel la fibration de Hitchin f ani : Mani → Aani est un morphisme
propre, en particulier de type fini. Comme Mani est un champ de Deligne-
Mumford lisse, en appliquant le the´ore`me de purete´ de Deligne, on obtient
la purete´ du complexe f ani∗ Qℓ.
Suivant [55], on e´tudie la de´composition des faicseaux pervers de coho-
mologie pHn(f ani∗ Qℓ) sous l’action du faisceau π0(P) dont la restriction a`
Aani est un faisceau de groupes abe´liens finis. La de´composition prendra
une forme plus agre´able apre`s le changement de base a` l’ouvert e´tale A˜ani
au-dessus duquel π0(P) est un quotient du faisceau constant de valeur le
groupe X∗ des cocaracte`res du tore fixe T. En particulier, au-dessus de
A˜ani, on n’a plus besoin du formalisme des co-faisceaux qui a e´te´ introduit
dans [55] pour e´crire la de´composition endoscopique sur Aani.
Pour chaque κ ∈ Tˆ, on de´finit le ferme´ A˜κ de A˜ ou` κ : X∗ → Qℓ
×
se factorise par π0(Pa˜). L’intersection A˜κ ∩ A˜
ani est vide sauf pour les κ
dans un ensemble fini qu’on notera κani. Pour κ ∈ κani, on a un facteur
direct pHn(f ani∗ Qℓ)κ supporte´ par A˜κ ∩ A˜
ani. On donnera une description
de A˜κ en termes des groupes endoscopiques.
Le point important de ce chapitre est l’e´nonce´ du the´ore`me de sta-
bilisation ge´ome´trique 6.4.3. Il s’agit d’une e´galite´ dans le groupe Gro-
thendieck de deux complexes purs sur A˜H . Cet e´nonce´ implique le lemme
fondamental de Langlands et Shelstad 1.11.1 et le reste de l’article sera
consacre´ a` sa de´monstration.
Notons que le vrai e´nonce´ de stabilisation ge´ome´trique qui correspond
a` la stabilisation usuelle du coˆte´ ge´ome´trique de la formule des traces,
devrait eˆtre sur Aani au lieu de A˜ani. Cet e´nonce´ est nettement plus
complique´ et ne´cessite en particulier le formalisme peu familier des co-
faisceaux de [55]. Mais il n’est rien d’autre que la descente de 6.4.3 de
A˜H a` A
ani
H . Nous le laisserons au lecteur comme exercice.
6.1. L’ouvert anisotrope. — Conside´rons le sous-ensemble Ψani de
Ψ des e´le´ments ψ ∈ Ψ tels que le groupe des Wψ-coinvariants de X∗
est un groupe fini. Il revient au meˆme de dire que le sous-groupe des
Wψ-invariants dans X∗ est trivial. Le groupe Wψ est seulement de´fini
modulo W-conjugaison mais la finitude des coinvariants est bien une
proprie´te´ invariante de sorte que Ψani est un sous-ensemble bien de´fini de
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Ψ. Conside´rons la re´union
Aani =
⊔
ψ∈Ψani
Aψ.
D’apre`s 5.6.2, Aani est un ouvert de A. Sous les hypothe`ses que le centre
de G ne contient pas de tore de´ploye´ sur X¯ et que deg(D) > 2g, Aani
contient la grosse strate A♦ qui est non vide cf. 4.6.1, de sorte que Aani
est aussi non vide.
Lemme 6.1.1. — Aani(k¯) est le sous-ensemble de A♥(k¯) forme´s des
points a ∈ A♥(k¯) tels que π0(Pa) est fini.
De´monstration. — D’apre`s 4.10.2, a ∈ Aani(k¯) si et seulement si π0(P
′
a)
est un groupe fini. Le lemme re´sulte du fait que π0(P
′
a)→ π0(Pa) est un
homomorphisme surjectif de noyau fini cf. 4.10.1.
Lemme 6.1.2. — Soit a ∈ Aani(k¯) et (E, φ) ∈ Ma(k¯). Alors le groupe
des automorphismes Aut(E, φ) est un groupe fini. En tant que k¯-sche´ma
en groupes, il est re´duit.
De´monstration. — La finitude est une conse´quence imme´diate de 4.11.2.
En tant que k¯-sche´ma en groupes, il est contenu dans le sous-groupe des
points fixes d’un sous-groupe deW agissant sur T. Ce dernier est re´duit
car p ne divise l’ordre de W.
6.1.3. — Dans [20, II.4], Faltings a de´montre´ le the´ore`me de re´duction
semi-stable pour les fibre´s de Higgs qui dit qu’un fibre´ de Higgs semi-
stable sur X a` coefficients dans le corps des fractions d’un anneau des
valuation discre`te peut s’e´tendre en un fibre´ de Higgs sur l’anneau apre`s
une extension finie se´parable et de plus, si le fibre´ de Higgs dans la fibre
spe´ciale est stable, cette extension est unique. Nous renvoyons a` [20] pour
la de´fintion des fibre´s de Higgs semi-stables et stables. Disons seulement
que c’est exactement la meˆme de´finition que pour les G-torseurs sauf
qu’on ne conside`re que les re´ductions paraboliques de E compatibles
avec le champ de Higgs φ. Ceci suffit pour de´montrer le lemme suivant.
Lemme 6.1.4. — Soit a ∈ Aani(k¯) et (E,ϕ) ∈ Mani(k¯). Alors (E, φ)
est stable.
De´monstration. — Puisque a ∈ Aani(k¯), E n’a pas de re´duction parabo-
lique compatible a` φ.
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Proposition 6.1.5. — La restriction Pani du champ de Picard P a` Aani
est un champ de Deligne-Mumford se´pare´ lisse de type fini au-dessus
de Aani. L’ouvert Mani := M ×A A
ani de M est un champ de Deligne-
Mumford se´pare´ lisse de type fini au-dessus de k. Le morphisme f ani :
Mani → Aani est un morphisme propre.
De´monstration. — On sait de´ja` que P est un champ de Picard lisse au-
dessus de A♥ cf. 4.4.2 et M est lisse sur k cf. 4.12.1.
D’apre`s [20, II.4] et 6.1.4,Mani est se´pare´. Autrement dit le morphisme
diagonal de Mani est universellement ferme´. D’apre`s 6.1.2, il est quasi-
fini et de fibres re´duites. On en de´duit qu’il est fini et non ramifie´. Par
conse´quent Mani est un champ de Deligne-Mumford se´pare´. Il en est de
meˆme de Pani car Pani s’identifie a` un ouvert de Mani.
Il reste a` de´montrer que P est de type fini etM est propre sur Aani. Dis-
posant du crite`re valuatif de proprete´ cf. [20, II.4], il suffit de de´montrer
qu’il est de type fini sur Aani. On sait que M est localement de type
fini. Pour tout a ∈ Aani(k¯), on peut choisir une famille d’ouverts de type
fini de Mani qui recourvrent la fibre Mani. D’apre`s la formule de produit
4.13.1, la fibre Ma est noethe´rienne si bien qu’il existe une famille finie
d’ouverts de type fini de Mani qui recouvre Ma. Puisque f : M
ani → Aani
est plat, l’image de ces ouverts de Aani sont des ouvert de Aani contenant
a. Soit Va leur intersection. Il est clair que l’ouvert f
−1(Va) peut eˆtre
recouvert par une famille finie d’ouverts de type fini. Il reste a` remarquer
que Aani est aussi noethe´rien de sorte qu’il existe un nombre fini de points
a tels que les ouverts Va comme ci-dessus recouvrent A
ani. La proposition
s’en de´duit.
6.2. La κ-de´composition sur A˜ani. — Le morphisme
f ani : Mani → Aani
est un morphisme propre. Sa source Mani est un champ de Deligne-
Mumford lisse. D’apre`s le the´ore`me de purete´ de Deligne [16], f ani∗ Qℓ
est un complexe pur. D’apre`s [6, 5.4.5], il est isomorphe a` la somme
directe de ses faisceaux pervers de cohomologie
f ani∗ ≃
⊕
n
pHn(f ani∗ Qℓ)[−n].
ou` pHn(f ani∗ Qℓ) est un faisceau pervers pur de poids n.
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6.2.1. — Puisque Pani agit sur Mani au-dessus de Aani, Pani agit sur
l’image directe f ani∗ Qℓ. D’apre`s le lemme d’homotopie cf. [52, 3.2.3], l’ac-
tion de Pani sur les faisceaux pervers de cohomologie pHn(f ani∗ Qℓ) se fac-
torise par le faisceau en groupes abe´liens finis π0(P
ani). Pour comprendre
cette action, il est commode de se restreindre d’abord a` l’ouvert e´tale
A˜ani = A˜×AA
ani avec A˜ de´fini dans le paragraphe 5.5.
6.2.2. — Au-dessus de A˜, on a l’homomorphisme surjectif 5.7.1
X∗ × A˜→ π0(P)|A˜.
Notons A˜ani l’image re´ciproque de Aani a` A˜ et f˜ ani celle du morphisme
f ani. Au-dessus de l’ouvert A˜ani, l’homomorphisme X∗ → π0(P)|A˜ se fac-
torise par un quotient fini de sorte que pour tout κ ∈ Tˆ, on peut de´finir
un facteur direct
pHn(f˜ ani∗ Qℓ)κ
sur lequel X∗ agit a` travers le caracte`re κ : X∗ → Qℓ
×
.
6.2.3. — Pour tout κ ∈ Tˆ, soit A˜κ la re´union des strates A˜ψ˜ avec ψ˜ ∈ Ψ
et κ ∈ Tˆ(Iψ˜,Wψ˜). D’apre`s 5.7.3 et 5.6.2, A˜κ est un ferme´ de A˜.
6.2.4. — Nous notons κani le sous-ensemble de Tˆ forme´ des e´le´ments
κ ∈ Tˆ tel que κ ∈ Tˆ(Iψ˜,Wψ˜) pour une certaine strate anisotrope ψ˜ ∈
Ψ˜ani. Comme Ψ˜ani est un ensemble fini et pour tout ψ˜ ∈ Ψ˜ani, Tˆ(Iψ˜,Wψ˜)
est un sous-groupe fini de Tˆ, l’ensemble κani est un sous-ensemble fini de
Tˆ. Le facteur direct pHn(f˜ ani∗ Qℓ)κ est non nul seulement si κ ∈ κ
ani. On
a donc une de´composition en somme directe finie
(6.2.5) pHn(f˜ ani∗ Qℓ) =
⊕
κ∈κani
pHn(f˜ ani∗ Qℓ)κ.
Proposition 6.2.6. — Le support du faisceau pervers pHn(f˜ ani∗ Qℓ)κ est
contenu dans A˜κ∩A
ani. L’intersection A˜κ∩ A˜
ani est non vide si et seule-
ment si κ est un e´le´ment de l’ensemble fini κani.
De´monstration. — D’apre`s la description de π0(P) sur A˜, au-dessus de
l’ouvert U = A˜ani − A˜κ, l’homomorphisme X∗ → π0(P) se factorise par
un quotient Γ de X∗ tel que κ soit en dehors du sous-groupe Γ
∗ de Tˆ. Il
s’ensuit que la restriction de pHn(f˜ ani∗ Qℓ)κ a` U est nulle.
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6.3. L’immersion ferme´e de A˜H dans A˜. — Soit (κ, ρκ) une donne´e
endoscopique de G sur X cf. 1.8.1. On lui a associe´ un groupe endosco-
pique H sur X . On a construit un morphisme
ν : AH → A¯
entre les bases des fibrations de Hitchin pour H et pour G cf. 4.15.
Soit (κ, ρ•κ) une donne´e endoscopique pointe´e de G sur X cf. 1.8.2. On
a alors un π0(κ)-torseur ρκ : Xρκ → X avec un point ∞ρκ au-dessus de
∞. On en de´duit un point ∞G du Out(G)-torseur ρG et un point ∞H
du Out(H)-torseur ρH .
6.3.1. — Avec la donne´e endoscopique pointe´e, on peut de´finir un mor-
phisme canonique
ν˜ : A˜H → A˜
de la fac¸on suivante. Soit aH ∈ A
∞
H (k¯) d’image a ∈ A
∞(k¯). Rappelons
que les courbes came´rales X˜aH et X˜a ne sont pas directement relie´es mais
on a un morphisme entre leurs reveˆtements e´tales
X˜ρκ,aH → X˜ρκ,a.
En effet, on a le diagramme suivant
(6.3.2) X˜ρκ,a

$$I
II
II
II
II
I
X˜ρκ,aH
;;
##H
HH
HH
HH
HH
H
// Xρκ × tD

$$J
JJ
JJ
JJ
JJ
J
X
aH
//
a
&&L
LL
LL
LL
LL
LL
L
cH,D
ν
yysss
ss
ss
ss
ss
cD
avec deux paralle´logrammes carte´siens. Il s’ensuit que le morphisme ν
de´termine le morphisme en pointille´ qu’on voulait construire.
Un k¯-point a˜H = (aH , ∞˜) de A˜H consiste en un point aH ∈ A
∞
H (k¯) plus
un point ∞˜ dans X˜aH au-dessus de ∞. La donne´e du point ∞ρκ de ρκ
de´termine alors un point ∞˜ρκ = (∞˜,∞ρκ) de X˜ρκ,aH . Il revient au meˆme
se donner un point de A˜H que de se donner un couple (aH , ∞˜ρκ) avec
aH ∈ A
∞
H (k¯) et ∞˜ρκ ∈ X˜ρκ,aH (k¯) au-dessus de ∞. Avec cette nouvelle
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description, en utilisant le morphisme X˜ρκ,aH → X˜ρκ,a construit ci-dessus,
on obtient le morphisme
ν˜ : A˜H → A˜
qu’on voulait.
Remarque 6.3.3. — Si le point ∞ρκ est de´fini sur k, le morphisme
ν˜ : A˜H → A˜ ci-dessus est aussi de´fini sur k.
Proposition 6.3.4. — Le morphisme ν˜ : A˜H → A˜ ⊗k k¯ est une im-
mersion ferme´e.
De´monstration. — On sait par [55, 10.3] que c’est un morphisme fini
non ramifie´. Il suffit maintenant de ve´rifier qu’il induit une injection sur
les points ge´ome´triques. Voici un e´nonce´ plus pre´cis.
Proposition 6.3.5. — Un point a˜ ∈ A˜(k¯) peut eˆtre de´crit comme un
couple (a, ∞˜ρκ) avec a ∈ A
∞(k¯) et ∞ρκ dans X˜ρκ,a au-dessus de ∞ρκ.
Soit U l’ouvert de X¯ de´fini par U = a−1(crsD). Le point ∞˜ρκ de X˜ρκ,a
de´finit un homomorphisme
π•ρκ,a : π1(U,∞)→W⋊ π0(κ).
Le point a˜ provient d’un point a˜H ∈ A˜H(k¯) si et seulement si l’image de
π•ρκ,a est contenue dans le sous-groupe WH ⋊ π0(κ) de W ⋊ π0(κ) de´fini
par le lemme 1.9.1.
De´monstration. — Les points aH ∈ AH(k¯) au-dessus de a correspondent
bijectivement aux composantes irre´ductibles de l’image inverse de la sec-
tion a(X¯) ⊂ cD par le morphisme fini plat ν : cH,D → cD dont la pro-
jection sur X¯ est un isomorphisme. Cette image inverse ν−1(a(X¯)) est
par ailleurs le quotient au sens des invariants de X˜ρκ,a par le sous-groupe
WH ⋊ π0(κ) de W ⋊ π0(κ) de´fini par le lemme 1.9.1. Le point (a, ∞˜ρκ)
provient d’un point (aH , ∞˜ρκ) ∈ A˜H(k¯) si et seulement si la projection
sur X¯ de la composante irre´ductible passant par l’image de ∞˜ρκ dans le
quotient au sens des invariants
ν−1(a(X¯)) = X˜ρκ,a/(WH ⋊ π0(κ))
est un isomorphisme. Puisque ces composantes irre´ductibles sont finies et
plates au-dessus de X¯, il suffit de ve´rifier ce crite`re au-dessus de l’ouvert
U ou` les projections sur X¯ envisage´es sont finies et e´tales. On en de´duit
le crite`re galoisien dans l’e´nonce´ du lemme.
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Nous allons maintenant de´crire le ferme´ A˜κ comme une re´union dis-
jointes des ferme´s A˜H pour de diffe´rentes donne´es endoscopiques pointe´es.
Il faut pour cela choisir une re´duction du torseur ρG bonne pour tous les
groupes endoscopiques envisage´s.
Soit ρ¯G la restriction de ρG a` X. Fixons un k¯-point ∞G de ρG au-
dessus de ∞. Ce point de´finit un homomorphisme ρ•G : π1(X,∞) →
Out(G). Nous allons fixer un e´le´ment κ ∈ Tˆ. Rappelons qu’une donne´e
endoscopique pointe´e 1.8.2 avec ce κ fixe, est un homomorphisme
ρ•κ : π1(X,∞)→ π0(κ)
au-dessus de ρ•G.
Lemme 6.3.6. — Il existe un quotient fini ρ• : π1(X,∞)→ Θρ tel que
ρ•G se factorise par ρ
• ainsi que toutes les donne´es endoscopiques pointe´es
ρ•κ.
De´monstration. — Puisque le noyau de π0(κ) → Out(G) est un groupe
fini, il n’y a qu’un nombre fini d’homomorphismes π1(X,∞) → π0(κ)
au-dessus de ρ•G.
Proposition 6.3.7. — Le ferme´ A˜κ de 6.2.3 est la re´union disjointe
indexe´e par l’ensemble des donne´es endoscopiques pointe´es (κ, ρ•κ) des
ferme´s A˜H pour les groupes endoscopiques H associe´s a` (κ, ρ
•
κ).
De´monstration. — Comme dans le lemme pre´ce´dent, fixons donc une
factorisation de ρ•G un quotient fini ρ
• : π1(X,∞) → Θρ suivi d’un ho-
momorphisme o
G
: Θρ → Out(G) comme ci-dessus. Puisque ρ
• est sur-
jectif, une donne´e endoscopique pointe´e (κ, ρ•κ) surX est alors e´quivalente
a` un homomorphisme o : Θρ → π0(κ) au-dessus de oG. La donne´e de ρ
•
de´termine un reveˆtement fini e´tale ρ : Xρ → X de groupe de Galois Θρ
muni d’un point ∞ρ au-dessus de ∞.
Soit o : Θρ → π0(κ) un homomorphisme au-dessus de oG : Θρ →
Out(G). Soit H le groupe endoscopique associe´. Soit a˜ = (a, ∞˜ρ) ∈ A(k¯)
un point dans le ferme´ AH comme dans 6.3.5. Montrer qu’il est dans A˜κ
revient a` montrer que le groupe de monodromie Wa˜ est contenu dans
(W⋊Θρ)κ et son sous-groupe normal Ia˜ est contenu dans WH.
D’apre`s la proposition 6.3.5, le groupe de monodromie Wa˜ est contenu
dans le sous-groupeW
H
⋊Θρ deW⋊Θρ. Ce sous-groupe fixe κ de sorte
qu’on a Wa˜ ⊂ (W⋊Θρ)κ. Puisqu’on a un morphisme X˜ρ,a → X¯ρ qui est
W⋊Θρ-e´quivariant avec Θρ agissant sans points fixes sur X¯ρ, le groupe
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Ia˜ est ne´cessairement contenu dans le noyau de W ⋊ Θρ → Θρ donc
Ia˜ ⊂W. On a alors
Ia˜ ⊂W ∩ (WH ⋊Θρ) =WH
de sorte que a˜ est bien un point de A˜κ.
Soit maintenant a˜ = (a, ∞˜ρ) ∈ A˜κ. Montrons d’abord qu’il de´termine
un unique homomorphisme o : Θρ → π0(κ).
Soit Ca˜ la composante de X˜
♭
ρ,a contenant ∞˜ρ. Rappelons qu’on a note´
Wa˜ le sous-groupe deW⋊Θρ des e´le´ments qui laissent stable la compo-
sante Ca˜ et Ia˜ est le sous-groupe normal deWa˜ engendre´ par des e´le´ments
ayant au moins un point fixe dans Ca˜. On sait que Ia˜ ⊂W. Le quotient au
sens des invariants Da˜ = Ca˜/Ia˜ est alors un reveˆtement fini e´tale galoisien
de X¯ de groupe de GaloisWa˜/Ia˜. L’image du point ∞˜ρ dans le reveˆtement
fini e´tale Da˜ de´finit un homomorphisme ̺
•
a˜ : π1(X¯,∞)→Wa˜/Ia˜. Comme
l’image de ∞˜ρ dans le reveˆtement fini e´tale galoisien X¯ρ est le point ∞ρ
fixe´, on a un diagramme commutatif
π1(X¯,∞)
ρ•
%%L
LL
LL
LL
LL
LL
̺•a˜ // Wa˜/Ia˜

Θρ
ou` la fle`che verticale se de´duit de l’inclusionWa˜ ⊂W⋊Θρ et Ia˜ ⊂W. En
particulier, la fle`che verticale est ne´cessairement surjective car ρ• l’est.
Puisque que a˜ ∈ A˜κ(k), on a Ia˜ ⊂ WH et Wa˜ ⊂ (W ⋊ Θρ)κ. On en
de´duit un homomorphisme Wa˜ dans (W ⋊Out(G))κ qui envoie Ia˜ dans
W
H
. Il en re´sulte un homomorphisme
oa˜ : Wa˜/Ia˜ → (W⋊Out(G))κ/WH = π0(κ).
Puisqu’on a choisi le quotient Θρ suffisamment grand, il existe un unique
homomorphisme o : Θρ → π0(κ) tel que le diagramme suivant est com-
mutatif
(6.3.8) π1(X,∞)
ρ•
%%L
LL
LL
LL
LL
LL
̺•a˜ // Wa˜/Ia˜

oa˜
$$H
HH
HH
HH
HH
Θρ
o
// π0(κ)
Ainsi un point a˜ ∈ A˜κ(k) de´termine une donne´e endoscopique pointe´e
associe´e a` (κ, o).
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Montrons maintenant a˜ ∈ A˜H ou` H est le groupe endoscopique associe´
a` (κ, o). Le diagramme commutatif
1 // Wa˜ ∩W // Wa˜

// Θρ
o

// 1
1 //W
H
// (W⋊Out(G))κ // π0(κ) // 1
implique imme´diatement Wa˜∩W ⊂WH. On connaˆıt de plus un scindage
canonique de la suite du bas
θ : π0(κ)→ (W⋊Out(G))κ
de sorte qu’on a un homomorphisme
Wa˜ →WH ⋊Θρ
ou` le produit semi-direct est forme´ a` l’aide de o et de l’homomorphisme
θ dans la de´monstration du lemme 1.9.1. En composant avec l’inclusion
W
H
⋊Θρ →W⋊Θρ, on obtient un homomorphisme
Wa˜ →W⋊Θρ.
Comparons cet homomorphisme avec l’inclusion naturelle de Wa˜ ⊂W⋊
Θρ. Les deux induisent le meˆme homomorphisme sur le sous-groupeWa˜∩
W ⊂W
H
et induisent l’identite´ au niveau du quotient Θρ. Il s’ensuit que
les deux homomorphismes a` comparer sont les meˆmes. Par conse´quent,
on a
Wa˜ ⊂WH ⋊Θρ
ce qui implique que a˜ ∈ AH .
Enfin le diagramme commutatif 6.3.8 montre que o est comple`tement
de´termine´ par oa˜. Ceci implique que les ferme´s A˜H et A˜H′ pour les
groupes endoscopiques H et H ′ associe´s a` (κ, ρ•κ) et (κ, ρ
′
κ) diffe´rents,
sont des ferme´s disjoints de A˜⊗k k¯.
6.4. Stabilisation ge´ome´trique : formulation sur A˜ani. — Suppo-
sons maintenant qu’on a une donne´e endoscopique pointe´e (κ, ρ•κ) de´fini
sur X . Soit H le groupe endoscopique associe´. Conside´rons la fibration
de Hitchin fH : MH → AH pour le groupe H . Conside´rons le reveˆtement
e´tale A˜H de AH . Le morphisme
ν˜ : A˜H → A˜G
est alors une immersion ferme´e car il en est ainsi apre`s le changement de
base de k a` k¯ cf. 6.3.4.
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6.4.1. — Conside´rons l’image re´ciproque de pH∗(f ani∗ Qℓ) a` A˜
ani. Au-
dessus de A˜, on a un homomorphisme surjectif X∗ → π0(P)|A˜ cf. 5.7.1
de sorte qu’on a une action de X∗ sur
pH∗(f ani∗ Qℓ)|A˜ qui se factorise par
un quotient fini au-dessus de l’ouvert A˜∞. Conside´rons le facteur direct
pH∗(f˜ ani∗ Qℓ)κ
ou` X∗ agit par le caracte`re κ : X∗ → Qℓ
×
. D’apre`s le lemme 6.2.3,
le support de ce facteur direct est contenu dans A˜κ qui est la re´union
disjointe des images des immersions ferme´es A˜H′ → A˜ sur l’ensemble des
donne´es endoscopiques pointe´es (ρ•κ)
′ : π1(X,∞) → π0(κ) et ou` H
′ est
le groupe endoscopique associe´. Ainsi pH∗(f˜ ani∗ Qℓ)κ se de´compose en une
somme directe de termes pH∗(f˜ ani∗ Qℓ)κ|AH′ supporte´s par AH′. Le facteur
direct pH∗(f˜ ani∗ Qℓ)κ|AH est de´fini sur k.
6.4.2. — Conside´rons la fibration de Hitchin fH : MH → AH pour le
groupe H . En prenant la partie κ = 1 dans les faisceaux pervers de
cohomologie restreints a` A˜H , on obtient ainsi un faisceau pervers gradue´
pH∗(f˜ aniH,∗Qℓ))st.
Son image directe par ν˜∗ de´finit un faisceau pervers gradue´ sur A˜.
The´ore`me 6.4.3. — Il existe un isomorphisme entre les semi-simplifi-
cations des faisceaux pervers gradue´s
ν˜∗
⊕
n
pHn(f˜ ani∗ Qℓ)κ[2r
G
H(D)](r
G
H(D)) ≃
⊕
n
pHn(f˜ aniH,∗Qℓ)st
ou`
rGH(D) = (♯Φ− ♯ΦH) deg(D)/2
est la codimension de A˜H dans A˜.
Notons que comme il s’agit des faisceaux pervers purs, au-dessus de
A˜ani ⊗k k¯, ils sont semi-simples d’apre`s les the´ore`me de de´composition.
Il s’en suit que les faisceaux pervers gradue´s ci-dessus sont isomorphes
au-dessus de A˜ani ⊗k k¯.
La de´monstration de ce the´ore`me occupera la grande partie du reste
de l’article. On en de´duira la conjecture de Langlands-Shelstad 1.11.1 en
cours de sa de´monstration.
LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGE`BRES DE LIE 121
6.5. Le comple´ment de Aani dans A. — Pour terminer ce chapitre,
notons que le comple´ment de Aani dans A♥ est un sous-sche´ma ferme´ de
grande codimension.
Proposition 6.5.1. — La codimension de A♥−Aani dans A♥ est plus
grande ou e´gale a` deg(D).
De´monstration. — Le meˆme argument que dans le lemme 6.3.5 montre
que le comple´ment A♥ −Aani est contenu dans la re´union des images de
AM → A
pour les sous-groupes de Levi de G contenant le tore maximal T . D’apre`s
la formule 4.4.1, on a
dim(A)− dim(AM) = (♯Φ− ♯ΦM) deg(D)/2 ≥ deg(D)
d’ou` la proposition.
7. The´ore`me du support
Dans ce chapitre, nous de´montrons un the´ore`me du support qui est
l’e´nonce´ technique central de l’article. Dans le premier paragraphe, nous
donnons l’e´nonce´ cf. 7.1.13 de ce the´ore`me du support et discutons de
ses variantes utiles. Les hypothe`ses du the´ore`me sont bien entendues mo-
dele´es sur la fibration de Hitchin mais restent suffisamment raisonnables
pour qu’on puisse espe´rer l’appliquer a` d’autres situations.
La de´monstration de 7.1.13 occupe les quatres paragraphes suivants.
La notion cle´ d’amplitude d’un support est introduite dans 7.2. Nous y
e´nonc¸ons une estimation de cette amplitude. En admettant cette estima-
tion, nous de´montrons 7.1.13 dans 7.3 en suivant l’argument de Goresky
et MacPherson rappele´ dans l’appendice A. La de´monstration de l’esti-
mation d’amplitude est fonde´e sur une notion de liberte´ de l’homologie
d’un sche´ma vu comme un module sur l’homogie de la partie abe´lienne
du groupe agissant. Cette proprie´te´ est bien connue dans une situation
absolue. Dans une situation relative, il est assez difficile de de´gager cet
e´nonce´ de liberte´ et a fortiori de le de´montrer. C’est le contenu du long
paragraphe 7.4. Dans le paragraphe suivant, nous expliquons comment
cette proprie´te´ de liberte´ implique l’estimation d’amplitude de´sire´e.
Dans le dernier paragraphe, nous appliquons le the´ore`me du support
a` la partie anisotrope de la fibration de Hitchin.
122 NGOˆ BAO CHAˆU
7.1. L’e´nonce´ du the´ore`me du support. — Soient S et M deux
k-sche´mas de type fini lisses et f :M → S un morphisme propre, plat et
a` fibres ge´ome´triques re´duites. D’apre`s le the´ore`me de purete´ de Deligne,
le complexe f∗Qℓ est pur. En appliquant le the´ore`me de de´composition
[6], on sait que f∗Qℓ est isomorphe a` la somme directe de ses faisceaux
pervers de cohomologie avec des de´calages e´vidents
f∗Qℓ ≃
p⊕
n
Hn(f∗Qℓ)[−n].
De plus, les faisceaux pervers Kn = pHn(f∗Qℓ) sont ge´ome´triquement
semi-simples. D’apre`s [6], pour tout faisceau pervers ge´ome´triquement
simple K sur S ⊗k k¯, il existe un sous-sche´ma ferme´ re´duit irre´ductible
i : Z →֒ S ⊗k k¯, un ouvert dense U →֒ Z et un syste`me local irre´ductible
L sur U tel que
K = i∗j!∗L[dim(Z)].
Le sous-sche´ma ferme´ Z est comple`tement de´termine´ parK et sera appele´
le support de K. En ge´ne´ral, le proble`me de de´terminer les supports des
faisceaux pervers simples pre´sents dans la de´composition de f∗Qℓ est un
proble`me tre`s difficile. On peut cependant le re´soudre dans le cas ou` M
est munie d’une grosse action d’un sche´ma en groupes lisse commutatif
moyennant quelques hypothe`ses que nous allons e´nume´rer.
7.1.1. — La re´ponse au proble`me de de´terminer les supports sera
donne´e en termes du faisceau Irr(M/S) des composantes irre´ductibles
des fibres de f . Ce faisceau existe sous l’hypothe`se f plat a` fibres
ge´ome´triques re´duites. En effet, notons U l’ouvert de M ou` f est un
morphisme lisse. Cet ouvert est alors dense dans chaque fibre ge´ome´trique
de f . En effet, comme un morphisme plat de fibres ge´ome´triques lisses
est lisse [27, 19.7.1], l’intersection de U avec une fibre ge´ome´trique Ms
est exactement la partie lisse de Ms qui est dense dans Ms car celle-ci
est ge´ome´triquement re´duite. Pour tout point ge´ome´trique s de S, l’en-
semble des composantes connexes de Us s’identifie donc canoniquement
a` l’ensemble des composantes irre´ductibles de Ms. Il suffit donc de
construire le faisceau π0(U/S) des composantes connexes des fibres de
U/S.
Rappelons cette construction dont le lecteur peut se re´fe´rer a` la pro-
position 6.2 de [55] pour plus de de´tails. Pour toute section locale u de U
au-dessus d’un ouvert e´tale S ′ de S, d’apre`s un the´ore`me de Grothendieck
[27, 15.6.4] , il existe un unique ouvert de Zariski Mu de U
′ = U×S S
′ tel
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que pour tout s ∈ S ′, la fibre Uu,s est la composante connexe de Us conte-
nant le point u(s). Deux sections locales u et u′ sont dites e´quivalentes si
les ouverts correspondants Uu et Uu′ sont e´gaux. Le faisceau des sections
locales de U/S modulo cette relation d’e´quivalence de´finit un faisceau
constructible π0(U/S). Ce faisceau ve´rifie en plus la proprie´te´ que pour
tout point ge´ome´trique s de S, la fibre de π0(U/S) en s est l’ensemble
des composantes connexes de Us.
7.1.2. — Soit P un S-sche´ma en groupes commutatifs lisse a` fibres
connexes. Supposons qu’on a une action de P sur M
act : P ×S M → M.
Pour tout point ge´ome´trique s de S, la fibre Ps admet un de´vissage
canonique de Chevalley
1→ Rs → Ps → As → 1
ou` As est une varie´te´ abe´lienne et ou` Rs est un groupes alge´brique affine
commutatif connexe. Nous dirons que que P agit M avec stabilisateurs
affines si pour tout point ge´ome´trique m ∈ M au-dessus de s ∈ S, le
stabilisateur de m dans Ps est un sous-groupe affine. Autrement dit, la
composante neutre du stabilisateur de m dans Ps est contenue dans le
sous-groupe affine connexe maximal Rs de Ps.
7.1.3. — Pour tout point ge´ome´trique s ∈ S, notons δs = dim(Rs) la
dimension de la partie affine de Ps. Si s ∈ S un point quelconque, le
de´vissage de Chevalley de Ps existe et est unique apre`s un changement
de base radiciel de sorte que l’entier δs est aussi bien de´fini. La fonction
δ de´fini sur l’espace topologique sous-jacent a` S a` valeurs dans les entiers
naturels est semi-continue cf. [29]. Il existe donc une stratification de
S en des sous-sche´mas localement ferme´s Sδ tels que pour tout point
ge´ome´trique s ∈ Sδ, on a δs = δ.
On dira que le S-sche´ma en groupes commutatif lisse P est δ-re´gulier
si pour tout δ ∈ N, on a
codimS(Sδ) ≥ δ.
Cette hypothe`se implique en particulier que codim(S1) ≥ 1 de sorte que
S0 6= ∅. Il en re´sulte que P est ge´ne´riquement un sche´ma abe´lien.
Soit Z un sous-sche´ma ferme´ irre´ductible de S. Soit δZ la valeur mini-
male que prend la fonction δ sur Z qui est atteinte sur un ouvert dense
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de Z qui est alors ne´cessairement contenu dans l’adhe´rence de la strate
SδZ . Si P est δ-re´gulier, alors codim(SδZ ) ≥ δZ et a fortiori
codim(Z) ≥ δZ .
Il est clair que P est δ-re´gulier si et seulement si pour tout sous-sche´ma
ferme´ irre´ductible Z de S, on a codim(Z) ≥ δZ .
7.1.4. — Conside´rons le faisceau des modules de Tate
T
Qℓ
(P ) = H2d−1(g!Qℓ)(d)
dont la fibre au-dessus de chaque point ge´ome´trique s de S est le
Qℓ-module de Tate T
Qℓ
(Ps) de la fibre en s de P
0. Pour tout point
ge´ome´trique s de S, le de´vissage canonique de Chevalley de Ps induit un
de´vissage de son module de Tate
0→ T
Qℓ
(Rs)→ T
Qℓ
(Ps)→ T
Qℓ
(As)→ 0.
On a
dim(T
Qℓ
(As)) = 2 dim(As) = 2(d− δs)
alors que la dimension de T
Qℓ
(Rs) est e´gale a` la dimension de la partie
torique de Rs.
On dira que T
Qℓ
(P ) est polarisable si localelement pour la topologie
e´tale de S, il existe une forme biline´aire alterne´e
T
Qℓ
(P )⊗ T
Qℓ
(P )→ Qℓ(1)
dont la fibre en chaque point ge´ome´trique s a comme noyau T
Qℓ
(Rs) c’est-
a`-dire qu’elle s’annule sur T
Qℓ
(Rs) et induit un accouplement parfait sur
T
Qℓ
(As).
The´ore`me 7.1.5. — Soient M et S des k-sche´mas lisses et f : M → S
un morphisme propre plat de fibres ge´ome´triques re´duites de dimension
d. Soit P un S-sche´ma en groupes commutatifs lisse de fibre connexe de
dimension d qui agit sur M avec stabilisateurs affines. Supposons que le
module de Tate T
Qℓ
(P ) est polarisable.
Conside´rons une stratification
S ⊗k k¯ =
⊔
σ∈Σ
Sσ
telle que pour tout σ ∈ Σ, Sσ est irre´ductible et telle que la restriction
du faisceau Irr(M/S) a` chaque strate Sσ est localement constante.
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Soit K un faisceau perfers ge´ome´triquement simple pre´sent dans f∗Qℓ
dont le support est un sous-sche´ma ferme´ irre´ductible Z de S ⊗k k¯. Sup-
posons que δZ ≥ codim(Z). Alors Z est l’adhe´rence de l’une des strates
Sσ.
Compte tenu de la de´finition de δ-re´gularite´, on a un corollaire e´vident.
Corollaire 7.1.6. — En plus des hypothe`ses du the´ore`me, supposons
que P est δ-re´gulier. Alors les supports des faisceaux pervers ge´ome´trique-
ment semi-simples pre´sents dans f∗Qℓ sont parmi les adhe´rences S¯σ des
strates Sσ.
7.1.7. — Avant de travailler avec les faisceaux pervers de cohomologie
Kn =p Hn(f∗Qℓ), envisageons la meˆme question de de´terminer le sup-
port des facteurs du faisceau de cohomologie ordinaire en degre´ maximal
H2d(f∗Qℓ). L’e´nonce´ 7.1.5 avec le faisceau ordinaire H
2d(f∗Qℓ) a` la place
des faisceaux pervrers Kn, est quasiment imme´diat car H2d(f∗Qℓ) s’iden-
tifie au faisceau ℓ-adique engendre´ par le faisceau d’ensembles Irr(M/S)
a` l’aide du morphisme trace. L’analogue de 7.1.5 pour le faisceau de co-
homologie ordinaire de degre´ maximal de f∗Qℓ re´sulte de deux lemmes
suivants qui sont bien connus.
Lemme 7.1.8. — Soit S un k-sche´ma de type fini. Soit f : M → S
un morphisme plat de fibres ge´ome´triques re´duites de dimension d. Soit
Irr(M/S) le faisceau des composantes irre´ductibles des fibres de M/S
de´fini dans 7.1.1. Alors, il existe un isomorphisme canonique
Qℓ
Irr(M/S)
(−d)
∼
−→R2df!Qℓ(d)
ou` (−d) de´signe un twist a` la Tate.
De´monstration. — Comme dans 7.1.1, puisque f est un morphisme plat
a` fibres ge´ome´triques re´duites, il existe un sous-sche´ma ouvert U de M
dont la trace sur chaque fibre ge´ome´trique de f est la partie lisse de cette
fibre. On a alors π0(U/S) = Irr(M/S). De plus, le morphismeM−U → S
est de dimension relative strictement plus petite que d. Soit h : U → S
la restriction de f a` U . La fle`che dans la suite exacte d’excision
R2dh!Qℓ −→ R
2df!Qℓ
est alors un isomorphisme. Il suffit donc de construire un isomorphisme
Qℓ
π0(U/S)
(−d) −→ R2dh!Qℓ.
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Soit u une section locale de U au-dessus d’un ouvert e´tale S ′ de S.
D’apre`s un the´ore`me de Grothendieck [27, 15.6.4], il existe un ouvert
il existe un unique ouvert de Zariski Uu de U
′ = U ×S S
′ tel que pour
tout s ∈ S, la fibre Uu,s est la composante connexe de Us contenant le
point u(s). Notons hu : Uu → S
′ la restriction de h a` Uu. L’inclusion
Uu ⊂ U
′ induit une fle`che entre faisceaux de cohomologie a` support de
degre´ maximal
R2dhu!Qℓ −→ R
2dh!Qℓ|S′.
Par ailleurs, on a un morphisme trace
R2dhu!Qℓ −→ Qℓ(−d)
qui est un isomorphisme puisque Uu/S
′ a les fibres ge´ome´triquement
connexes. On en de´duit un morphisme
Qℓ(−d) −→ R
2dh!Qℓ|Y ′.
Il est clair que ce morphisme ne de´pend pas de la section locale u mais
seulement de sa classe d’e´quivalence c’est-a`-dire son image dans π0(U/S).
On en de´duit un morphisme canonique
Qℓ
π0(U/S)
(−d) −→ R2dh!Qℓ.
Pour ve´rifier que c’est un isomorphisme, il suffit de le faire fibre par fibre
ce qui est e´vident.
Lemme 7.1.9. — Soit F un faisceau ℓ-adique sur S. Soit S =
⊔
σ∈Σ Sσ
une stratification de S de strates irre´ductibles telle que la restriction de
F a` chaque strate est localement constante. Soient i : Z → S un sous-
sche´ma ferme´ irre´ductible de S et L un syste`me local sur Z. Supposons
que i∗L soit un sous-quotient de F . Alors S est l’adhe´rence de l’une des
strates Sσ.
De´monstration. — La restriction de i∗L a` chaque strate Sσ, e´tant un
sous-quotient du syste`me local F|Sσ , est aussi un syste`me local. Par
conse´quent, pour tout σ ∈ Σ, ou bien Sσ ⊂ Z ou bien Sσ ∩ Z = ∅.
Puisque Z est irre´ductible, il existe un unique σ ∈ Σ tel que Z ∩ Sσ est
un ouvert dense de Z. Alors Sσ est un ouvert dense de Z.
7.1.10. — Conside´rons une variante plus complique´e du the´ore`me 7.1.5
ou` on ne suppose plus les fibres de P sont connexes. Soit P un S-sche´ma
en groupes commutatifs lisse de type fini. Il existe un sous-sche´ma en
groupes ouvert P 0 de P dont la fibre P 0s au-dessus de chaque point s de S
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est la composante neutre de Ps. En remplac¸ant P par P
0, on peut de´finir
la notion de δ-re´gularite´ et celle de module de Tate T
Qℓ
(P 0) polarisable.
7.1.11. — Il existe un faisceau en groupes abe´liens finis π0(P ) pour la
topologie e´tale de S qui interpole les groupes de composantes connexes
π0(Ps) des fibres de P cf. [55, 6.2].
L’action de P sur M induit une action du faisceau en groupes π0(P )
sur le faisceau d’ensembles Irr(M/S). Donnons-nous un homomorphisme
Π0 → π0(P )
ou` Π0 est le faisceau constant de valeur d’un certain groupe abe´lien fini
Π0. Localement pour la topologie e´tale de S, il existe de tels homomor-
phismes qui ne sont pas triviaux.
On a alors une action du groupe fini Π0 sur le faisceau d’ensembles
Irr(M/S). Conside´rons le faisceau ℓ-adique Qℓ
Irr(M/S)
qui associe a` tout
ouvert e´tale S ′ de S l’espace vectoriel Qℓ
Irr(M/S)(U ′)
et qui lui aussi est
muni d’une action du groupe fini Π0. Pour tout caracte`re κ : Π0 → Qℓ
×
,
on peut donc de´finir le facteur direct
(Qℓ
Irr(M/S)
)κ
ou` Π0 agit a` travers le caracte`re κ. L’ensemble des points ge´ome´triques
s de S tels que κ : Π0 → Qℓ
×
se factorise a` travers Π0 → π0(Ps) forme
un sous-sche´ma ferme´ de S que nous allons noter Sκ. Il est clair que le
faisceau (Qℓ
Irr(M/S)
)κ est supporte´ par Sκ.
7.1.12. — D’apre`s le lemme d’homotopie, le faisceau P agit sur les fais-
ceaux pervers de cohomologie Kn = pHn(f∗Qℓ) a` travers le quotient
π0(P ). Par conse´quent, le groupe fini Π0 agit sur le faisceau pervers K
n
qui induit une de´composition en somme directe
Kn =
⊕
κ∈Π∗0
Knκ
ou` Π∗0 = Hom(Π0,Qℓ
×
).
Voici une ge´ne´ralisation de 7.1.5.
The´ore`me 7.1.13. — Soient M et S des k-sche´mas lisses et f : M →
S un morphisme propre plat de fibres ge´ome´triques re´duites de dimension
d. Soit P un S-sche´ma en groupes commutatifs lisse de type fini et de
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dimension relative d qui agit sur M avec stabilisateurs affines. Supposons
que le module de Tate T
Qℓ
(P 0) est polarisable.
Soit Π0 → π0(P ) un homomorphisme d’un groupe fini Π0 dans le fais-
ceau π0(P ) des composantes connexes des fibres de P . Soit κ ∈ Π
∗
0 un ca-
racte`re de Π0. Soit Sκ le ferme´ de S des points s ∈ S tel que κ : Π0 → Qℓ
×
se factorise a` travers π0(Ps).
Conside´rons une stratification
S ⊗k k¯ =
⊔
σ∈Σ
Sσ
telle que pour tout σ ∈ Σ, Sσ est irre´ductible et telle que la restriction
du faisceau (Qℓ
Irr(M/S)
)κ a` chaque strate Sσ est localement constante. Le
ferme´ Sκ est alors ne´cessairement une re´union des strates Sσ pour σ dans
un sous-ensemble de Σ.
Soit K un faisceau perfers ge´ome´triquement simple pre´sent dans Knκ
dont le support est un sous-sche´ma ferme´ irre´ductible Z de S ⊗k k¯. Sup-
posons que δZ ≥ codim(Z). Alors Z est l’adhe´rence de l’une des strates
Sσ qui sont contenues dans Sκ.
Signalons un corollaire imme´diat de ce the´ore`me.
Corollaire 7.1.14. — Si nous supposons en plus que P est δ-re´gulier
alors tous les supports des faisceaux pervers ge´ome´triquement simples
pre´sents dans Knκ sont des adhe´rences de strates Sσ contenues dans Sκ.
7.1.15. — De nouveau, l’analogue de 7.1.13 pour le faisceau de cohomo-
logie ordinaire de degre´ maximal de f∗Qℓ a` la place des faisceaux pervers
de cohomolofie Kn rs´ulte imme´diatement des lemmes 7.1.8 et 7.1.9.
7.1.16. — En ge´ne´ral, le proble`me de trouver une stratification de S
telle que la restriction du faisceau (Qℓ
Irr(M/S)
)κ a` chaque strate est lo-
calement constante, est accessibile car il s’agit d’e´tudier la variation en
fonction de s de la repre´sentation du groupe fini π0(Ps) sur l’espace vec-
toriel de dimension finies Irr(Ms) qui sont comple`tement explicites. Sur
l’ouvert anisotrope de la fibration de Hitchin la situation est encore plus
favorable comme nous allons voir.
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Supposons qu’il existe un ouvert M reg de M qui est dense dans chaque
fibre de f et tel que P agit simplement transitivement sur M reg. Sup-
posons aussi qu’il existe une section S → M reg. On a alors des isomor-
phismes
Irr(M/S) = π0(M
reg/S) = π0(P )
des faisceaux d’ensembles munis d’action de π0(P ). Ici π0(P ) agit sur
lui-meˆme par translation.
Si S est un trait hense´lien de point ferme´ s0, la fle`che de spe´cialisaiton
Irr(Ms0) → Irr(Ms) est surjectif car M est propre sur S. Cette surjecti-
vite´ de la fle`che de spe´cialisation est donc aussi ve´rifie´ pour les faisceau de
groupes abe´liens π0(P ). Localement pour le topologie e´tale de S, il existe
donc un homomorphisme surjectif Π0 → π0(P ) d’un groupe constant Π0
sur π0(P ). Pour simplifier, nous allons supposer l’existence de l’homo-
morphisme surjectif Π0 → π0(P ) sur S.
Lemme 7.1.17. — Supposons que Irr(M/S) = π0(M
reg/S) = π0(P ) et
qu’il existe un homomorphisme surjectif Π0 → π0(P ) comme ci-dessus.
Soient κ : Π0 → Qℓ
×
un caracte`re de Π0. Soit Sκ le ferme´ de S des
points s ∈ S tel que κ se factorise a` travers Π0 → π0(Ps) et iκ : Sκ → S
l’immersion ferme´e. On a alors un isomorphisme
(Qℓ
Irr(M/S)
)κ = iκ,∗Qℓ.
De´monstration. — On a une de´composition du faisceau constant Qℓ
Π0
en somme directe
Qℓ
Π0
=
⊕
κ∈Π∗0
(Qℓ)κ
ou` Π0 agit sur (Qℓ)κ via le caracte`re κ. L’homomorphisme surjectif Π0 →
π0(P ) induit alors un homomorphisme surjectif de faisceaux ℓ-adiques
(Qℓ)κ → (Qℓ
Irr(M/S)
)κ
dont la fibre est nulle en dehors de Sκ et non nulle sur Sκ. Le lemme s’en
de´duit.
En combinant le corollaire 7.1.14 et le lemme 7.1.17, on obtient une
description comple`te des supports des faisceaux pervers simples sous des
hypothe`ses favorables.
Corollaire 7.1.18. — Soient M et S des k-sche´mas lisses et f : M →
S un morphisme propre plat de fibres ge´ome´triques re´duites de dimension
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d. Soit P un S-sche´ma en groupes commutatifs lisse de type fini et de
dimension relative d qui agit sur M avec stabilisateurs affines. Supposons
que les hypothe`ses suivantes soient ve´rifie´es :
(1) le module de Tate T
Qℓ
(P 0) est polarisable,
(2) Irr(M/S) = π0(M
reg/S) = π0(P ),
(3) il existe un homomorphisme surjectif d’un faisceau constant Π0 sur
le faisceau π0(P ).
Alors, pour tout κ ∈ Π∗0, soit K un faisceau pervers ge´ome´triquement
simple K pre´sent dans pHn(f∗Qℓ)κ de support Z ve´rifiant codim(Z) ≥
δZ . Alors Z est e´gal a` une des composantes irre´ductibles de Sκ.
Si on suppose de plus que P est δ-re´gulier, alors le support de n’importe
quel faisceau pervers ge´ome´triquement simple pre´sent dans pHn(f∗Qℓ)κ
est e´gal a` une des composantes irre´ductibles de Sκ.
7.2. Amplitude. — Nous allons introduire la notion de l’amplitude
de chaque support qui joue un roˆle cle´ dans la de´monstration de 7.1.13.
Nous allons garder les notations de 7.1.13. Pour tout κ ∈ Π∗0, pour tout
entier n, le faisceau pervers de cohomologie Knκ est un ge´ome´triquement
semi-simple. En regroupant ses facteurs simples ayant le meˆme support,
on obtient une de´composition canonique
(7.2.1)
⊕
n∈Z
Knκ =
⊕
α∈Aκ
Knα
ou` Aκ est une collection finie de sous-sche´mas ferme´s irre´ductibles Zα
de S ⊗k k¯ et ou` K
n
α est la somme directe des facteurs simples de K
n
κ de
support Zα. En supposant que pour tout α ∈ Aκ, K
n
α est non nul pour au
moins un entier n, l’ensemble Aκ est uniquement de´termine´. Pour tout
α ∈ Aκ, K
n
α est un facteur direct canonique de K
n
κ .
7.2.2. — On va maintenant introduire la notion d’amplitude de α ∈ Aκ.
Pour tout α, notons
occ(α) = {n ∈ Z | Knα 6= 0}.
Notons aussi n+(α) l’e´le´ment maximal de occ(α) et n−(α) l’e´le´ment mi-
nimal. On de´finit l’amplitude de α par la formule
amp(α) = n+(α)− n−(α).
Voici une estimation cruciale de l’amplitude dont on reporte la
de´monstration a` 7.5.
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Proposition 7.2.3. — Gardons les notations de 7.1. Supposons que
T
Qℓ
(P 0) est polarisable cf. 7.1.4.
Pour tout κ ∈ Π∗0, pour tout α ∈ Aκ, soit δα la valeur minimale de
l’invariant δ : S(k¯)→ N sur le sous-sche´ma ferme´ irre´ductible Zα. Alors
on a l’ine´galite´
amp(α) ≥ 2(d− δα)
ou` d est la dimension relative de g : P → S.
7.3. De´monstration du the´ore`me du support. — Dans ce pa-
ragraphe, nous allons de´montrer le the´ore`me du support 7.1.13 en ad-
mettant l’ine´galite´ 7.2.3. La de´monstration est fonde´e sur la dualite´ de
Poincare´ et un argument de comptage de dimension du a` Goresky et
MacPherson. Le lecteur consultera l’annexe cf. A pour voir comment cet
argument marche dans un contexte plus ge´ne´ral.
De´monstration. — Puisque M et S sont lisses sur k, la dualite´ de Poin-
care´-Verdier fournit isomorphisme de complexes
f∗Qℓ = RHom(f∗Qℓ,Qℓ[−2d](−d))
ou` d est la dimension relative de f . En prenant les faisceaux pervers de
cohomologie, on obtient un isomorphisme
Kn = K2 dim(M)−n,∨(dim(M))
ou` ∨ de´signe la dualite´ de Verdier de la cate´gorie des complexes ℓ-adiques
sur S qui pre´serve la sous-cate´gorie des faisceaux pervers. Pour tout
κ ∈ Π∗0, on en de´duit un isomorphisme entre les κ-parties
Knκ = K
2 dim(M)−n,∨
κ (dim(M)).
Comme cet isomorphisme respecte la de´composition par le support 7.2.1,
pour tout α ∈ Aκ, l’ensemble d’entiers occ(α) est syme´trique par rapport
a` dim(M).
De plus, en admettant l’estimation de l’amplitude 7.2.3
amp(α) ≥ 2(d− δα)
on constate qu’il existe un entier n ∈ occ(α) tel que
n ≥ dim(M) + d− δα.
Il existe donc un faisceau pervers simple non nul K de support Zα tel
que K soit un facteur direct de Knκ avec n ≥ dim(M) + d− δα.
Localement pour la topologie e´tale de S, il existe des rele`vements
π0(P ) → P de l’homomorphisme surjectif P → π0(P ). En de´duit une
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action de Π0 sur sur le complexe f∗Qℓ. Puisque f∗Qℓ est un complexe
borne´ constructible, il existe une de´composition en somme directe
f∗Qℓ =
⊕
κ∈Π∗0
(f∗Qℓ)κ
tel qu’il existe un entier N tel que pour tout λ ∈ Π0, (λ− κ(λ)id)
N agit
trivialement sur (f∗Qℓ)κ apre`s changement de base a` un recouverement
e´tale de S. Cette de´composition est inde´pendante du choix du rele`vement
π0(P ) → P de sorte qu’on a en fait une de´composition canonique au-
dessus de S. De plus, on a la compatibilite´ e´vidente
pHn((f∗Qℓ)κ) = K
n
κ .
Ainsi K[−n] est un facteur direct du complexe (f∗Qℓ)κ.
Soit Uα un ouvert dense de Zα ou` K est de la forme L[dim(Zα)] ou`
L est un syste`me local irre´ductible sur Uα. Soit Vα un ouvert de S qui
contient Uα comme un ferme´. Notons iα : Uα → Vα. Quitte a` remplacer
S par Vα, on peut donc supposer que Uα = Zα.
Soit uα un point ge´ome´trique de Uα. Puisque L[−n] est un facteur
direct de (f∗Qℓ)κ, la fibre en uα de L[−n] est un facteur direct de la fibre
en uα de (f∗Qℓ)κ. La fibre en uα de (f∗Qℓ)κ est le complexe RΓ(Muα,Qℓ)κ
d’apre`s le the´ore`me de changement de base pour un morphisme propre
alors que la fibre de L[−n] en uα est un Qℓ-espace vectoriel non nul place´
en degre´ n− dim(Zα).
Il s’ensuit que
Hn−dim(Zα)(Muα,Qℓ) 6= 0.
Or, l’entier
n− dim(Zα) = n− dim(S) + codim(Zα)
est supe´rieur ou e´gal a`
dim(M) + d− δα − dim(S) + codim(Zα).
Par hypothe`se, on a l’ine´galite´
codim(Zα) ≥ δα.
En la combinant avec l’e´galite´ e´vidente dim(M) − dim(A) = d, on en
de´duit l’ine´galite´
n− dim(Zα) ≥ 2d.
Comme la dimension de la fibre Muα est e´gale a` d, la non-annulation
Hn−dim(Z)(Muα,Qℓ) 6= 0 implique que n− dim(Zα) = 2d.
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En tronquant par l’ope´rateur τ≥2d, on trouve que iα∗L[−n+dim(Uα)]
est un facteur direct de H2d(f∗Qℓ)κ[−2d] donc iα∗L est un facteur direct
de H2d(f∗Qℓ)κ. Le the´ore`me re´sulte donc de 7.1.9.
7.4. Cap-produit. — Nous allons de´velopper dans ce paragraphe cer-
taines proprie´te´s ge´ne´rales du cap-produit afin de de´montrer l’ine´galite´
d’amplitude 7.2.3.
7.4.1. — Nous nous plac¸ons dans la situation ge´ne´rale suivante. Soit
S un sche´ma quelconque. Soit g : P → S un S-sche´ma en groupes de
type lisse commutatif de fibres connexes de dimension d. Conside´rons le
complexe d’homologie de P sur S de´fini par la formule
ΛP = g!Qℓ[2d](d).
Ce complexe est concentre´ en degre´s ne´gatifs. En degre´ 0, on a H0(ΛP ) =
Qℓ. La partie la plus importante de ΛP est
T
Qℓ
(P ) := H−1(ΛP )
ou` T
Qℓ
(P ) est un faisceau dont la fibre en chaque point ge´ome´trique s ∈ S
est leQℓ-module de Tate T
Qℓ
(Ps) de la fibre de P en s. Plus ge´ne´ralement,
le the´ore`me de changement de base nous fournit un isomorphisme
H−i(ΛP )s = H
2d−i
c (Ps)(d)
entre la fibre en s de H−i(ΛP ) est le i-e`me groupe d’homologie
Hi(Ps) = H
2d−i
c (Ps)(d)
de la fibre de P en s.
7.4.2. — Soit f : M → S un morphisme de type fini muni d’une action
de P relativement a` la base S
act : P ×S M → M.
Puisque P est lisse de dimension relative d sur S, le morphisme act est
aussi lisse de meˆme dimension relative. On a donc un morphisme trace
act!Qℓ[2d](d)→ Qℓ
au-dessus de M . En poussant ce morphisme de trace par f!, on obtient
un morphisme
(g ×S f)!Qℓ[2d](d)→ f!Qℓ.
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En utilisant maintenant l’isomorphisme de Kunneth, on obtient un mor-
phisme de cap-produit
ΛP ⊗ f!Qℓ → f!Qℓ.
7.4.3. — Cette construction s’applique en particulier a` f = g. Elle
de´finit alors un morphisme de complexes
ΛP ⊗ ΛP → ΛP .
On en de´duit une structure d’alge`bres gradue´es sur les faisceaux de co-
homologie de ΛP
H−i(ΛP )⊗ H
−j(ΛP )→ H
−i−j(ΛP )
qui est commutative au sens gradue´. On en de´duit en particulier un
morphisme de faisceaux
∧iT
Qℓ
(P )→ H−i(ΛP )
qui est en fait un isomorphisme. Pour le ve´rifier, il suffit de le faire fibre
par fibre ou` on retrouve les groupes d’homologie de Ps munis du produit
de Pontryagin.
7.4.4. — Comme m’a fait remarquer Deligne, la multiplication par en-
tier N 6= 0 induit la multiplication par N sur le module de Tate T
Qℓ
(P )
de P et induit donc la multiplication par N i sur H−i(ΛP ) = ∧
iT
Qℓ
(P ).
On en de´duit une de´composition canonique du complexe ΛP
ΛP =
⊕
i≥0
∧iT
Qℓ
(P )[i]
compatible avec la structure de cap-produit.
Proposition 7.4.5. — Soit k¯ un corps alge´briquement clos. Soit M
un k¯-sche´ma de type fini muni d’une action d’une k¯-varie´te´ abe´lienne
abe´lienne A avec stabilisateurs finis. Alors
⊕
nH
n
c (M)[−n] est un mo-
dule libre sur l’alge`bre gradue´e ΛA =
⊕
i ∧
iT
Qℓ
(A)[i].
De´monstration. — Puisque le stabilisateur dans A de tout point de M
est un sous-groupe fini, le quotient N = [M/A] est home´omorphe a` un
champ de Deligne-Mumford. Le morphisme m : M → N e´tant un mor-
phisme prorpe et lisse, il existe un isomorphisme non-canonique
m∗Qℓ ≃
⊕
i
Rim∗Qℓ[−i]
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ou` les Ri(m∗Qℓ) sont des syste`mes locaux sur N . Puisque M ×N M =
A ×M , l’image inverse m∗Ri(m∗Qℓ) est le faisceau constant de valeur
Hi(A) sur M . En utilisant cf. [6, 4.2.5], on obtient un isomorphisme
canonique entre Ri(m∗Qℓ) est le faisceau constant sur N de valeur H
i(A).
La de´composition en somme directe ci-dessus implique la de´ge´ne´re-
scence de la suite spectrale
Hjc(N,R
im∗Qℓ)⇒ H
i+j
c (M).
On en de´duit dans
⊕
nH
n
c (M) une filtration ΛA-stable dont le j-ie`me
gradue´ est ⊕
i
Hjc(N,R
im∗Qℓ) = H
j
c(N)⊗
⊕
i
Hi(As).
Ces gradue´s sont des ΛA-modules libres. Il en re´sulte que la somme directe⊕
nH
n
c (M)[−n] est un ΛA-module libre.
7.4.6. — Soit P un groupe alge´brique commutatif lisse et connexe sur
un corps alge´briquement clos k¯. D’apre`s le the´ore`me de Chevalley cf.
[63], P admet un de´vissage comme une extension d’une varie´te´ abe´lienne
par un groupe affine
1→ R→ P → A→ 1
ou` A est une varie´te´ abe´lienne et ou` R est un groupe affine. Notons au
passage que si P est de´fini sur un corps parfait, cette suite exacte existe
au-dessus de ce meˆme corps.
On en de´duit de la suite exacte ci-dessus une suite exacte de modules
de Tate
0→ T
Qℓ
(R)→ T
Qℓ
(P )→ T
Qℓ
(A)→ 0.
On appelle rele`vement holomogique une application line´aire
λ : T
Qℓ
(As)→ T
Qℓ
(Ps)
qui scinde cette suite exacte. Un rele`vement homologique induit un ho-
momorphisme d’alge`bres λ : ΛAs → Λs ou` ΛAs =
⊕
−i ∧
iT
Qℓ
(As) est
l’alge`bre d’homologie de la varie´te´ abe´lienne As. L’ensemble des rele`ve-
ments homologiques de la partie abe´lienne forment un espace affine, tor-
seur sous le Qℓ-espace vectoriel Hom(T
Qℓ
(As),T
Qℓ
(Rs)). Si P est de´fini
sur un corps fini, il existe un rele`vement homologique canonique.
Proposition 7.4.7. — Soit P un groupe alge´brique commutatif lisse et
connexe de´fini sur un corps fini k. Soit
1→ R→ P → A→ 1
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la suite exacte canonique qui re´alise P comme une extension d’une varie´te´
abe´lienne A par un groupe affine R. Il existe alors un entier N > 0 et
un homomorphisme a : A → P tel qu’en le composant avec P → A,
on obtient la multiplication par N dans A. On dira alors que a est un
quasi-rele`vement.
De plus, T
Qℓ
(a) : T
Qℓ
(A) → T
Qℓ
(P ) est l’application induite sur
les modules de Tate, alors N−1T
Qℓ
(a) est l’unique rele`vement homolo-
gique compatible a` l’action de Gal(k¯/k) sur Tℓ(P ) et Tℓ(A). On dira que
N−1T
Qℓ
(a) est le rele`vement canonique.
De´monstration. — D’apre`s [65, p. 184], le groupe des extensions d’une
varie´te´ abe´lienne A parGm s’identifie au groupe des k-points de la varie´te´
abe´lienne duale. Le groupe des extensions d’une varie´te´ abe´lienne par
Ga est le k-espace vectoriel de dimension finie H
1(A,OA). Un groupe
affine commutatif lisse connexe est isomorphe a` un produit de Gm et de
Ga apre`s passer a` une extension finie du corps de base, il s’ensuit que
le groupe des extensions d’une varie´te´ abe´lienne A par un groupe affine
commutatif lisse R de´fini sur un corps fini, est un groupe fini. La premie`re
assertion s’en de´duit.
Le rele`vement homologique N−1T
Qℓ
(a) est invariant sous l’action de
Gal(k¯/k) puisque le rele`vement a est de´fini sur k. Par ailleurs, l’e´le´ment
de Frobenius σ ∈ Gal(k¯/k) agit sur T
Qℓ
(A) par la multiplication par q−1/2
et sur T
Qℓ
(R) par la multiplication par q−1 ou` q est le cardinal du corps
fini k. Ainsi N−1T
Qℓ
(a) est le seul rele`vement homologique compatible
avec l’action de Gal(k¯/k).
Corollaire 7.4.8. — Soit k¯ un corps alge´briquement clos. Soit M un
k¯-sche´ma de type fini. Soit P un k¯-groupe lisse commutatif et connexe
agissant sur M avec stabilisateur affine. Soit A le quotient abe´lien maxi-
mal de P . Supposons que P est de´fini sur un corps fini de sorte qu’on
a un quasi-rele`vement a : A → P . Alors le ΛA-module qui se de´duit du
ΛP -module
⊕
nH
n
c (M) est un module libre.
De´monstration. — Le quasi-rele`vement a : A→ P de´finit une action de
A sur M avec stabilisateurs finis. On se rame`ne donc imme´diatement a`
la proposition 7.4.5.
L’hypothe`se que P soit de´fini sur un corps fini dans l’e´nonce´ ci-dessus
est bien curieuse. Voici un e´nonce´ plus ge´ne´ral et bien plus satisfaisant.
Je reproduis la de´monstration que j’ai apprise de Deligne cf. [18]. Cet
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e´nonce´ n’est pas indispensable pour la suite de l’argument mais il est
beaucoup plus agre´able d’en disposer.
Proposition 7.4.9. — Soit k¯ un corps alge´briquement clos. Soit M un
k¯-sche´ma de type fini. Soit P un k¯-groupe lisse commutatif et connexe
agissant sur M avec stabilisateur affine. Soit A le quotient abe´lien maxi-
mal de P et soit λ : T
Qℓ
(A)→ T
Qℓ
(P ) n’importe quel rele`vement homo-
logique. Alors le ΛA-module qui se de´duit du ΛP -module
⊕
nH
n
c (M) par
λ est un module libre.
De´monstration. — Par le proce´de´ ge´ne´ral de passage a` la limite inductive
comme dans [6, 6.1.7], on se rame`ne au cas ou` M,P et l’action de P sur
M est de´fini sur un corps fini k. Ecrivons k¯ comme une limite inductive
(Ai)i∈I des anneaux de type fini sur Z. La cate´gorie des k¯-sche´mas de type
fini est une 2-limite inductive des Ai-sche´mas de type fini c’est-a`-dire pour
tout X/k¯, il existe i ∈ I et Xi/Ai de type fini tel que X = Xi ⊗Ai k¯ cf.
[27, 8.9.1] et pour tous Xi, Yi/Ai, on a cf. [27, 8.8.2]
Homk¯(Xi ⊗Ai k¯, Yi ⊗Ai k¯) = lim−→
j≥i
HomAj(Xi ⊗Ai Aj , Yi ⊗Ai Aj).
Le meˆme e´nonce´ vaut donc pour la cate´gorie des groupes alge´briques
et celle des triplets forme´s d’un groupe alge´brique G, d’un sche´ma de
type fini X et d’une action de G sur X . Soit f : X → Y un morphisme
dans la cate´gorie des k¯-sche´mas de type fini provenant d’un morphisme
fi : Xi → Yi dans la cate´gorie des Ai-sche´mas. Pour que f ait l’une
des proprie´te´s suivantes : plat, lisse, affine ou propre, il faut et il suffit
que fi acquie`re cette proprie´te´ apre`s une extension de scalaires Ai → Aj
cf. [27, 11.2.6 et 8.10.5]. Il existe donc Ai de type fini sur Z contenu
dans k¯, un Ai-sche´ma de type fini Mi, un Ai-sche´ma en groupes lisse
Pi extension d’un sche´ma abe´lien par un sche´ma en groupes affine qui
agit sur Mi avec stabilisateur affine tel que apre`s l’extension des scalaires
Ai → k¯, on retrouve la situation de de´part. On peut e´galement supposer
que Hn(fi!Qℓ) sont des syste`mes locaux qui permet de ramener l’e´nonce´
a` de´montrer a` un point de´fini sur un corps fini.
On peut donc supposer que M,P et l’action de P sur M est de´fini sur
un corps fini k. Soit A le quotient abe´lien de P et a : A → P le quasi-
rele`vement qui de´finit un rele`vement canonique λ0 : T
Qℓ
(A) → T
Qℓ
(M)
de modules de Tate. On sait de´ja` que le ΛA-module qui se de´duit du
ΛP -module
⊕
nH
n
c (M) par λ0 est un module libre d’apre`s le corollaire
pre´ce´dent 7.4.8.
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De´montrons maintenant le meˆme e´nonce´ pour tout rele`vement homo-
logique λ. L’espace de tous les rele`vements homologiques, pointe´ par
λ0, s’identifie au Qℓ-espace vectoriel Hom(T
Qℓ
(As),T
Qℓ
(Rs)) sur lequel
l’e´le´ment de Frobenius σ ∈ Gal(k¯/k) agit avec les valeurs propres ayant
pour valeur absolue |k|1/2. Sur cet espace, l’ensemble des λ pour lequel
la structure de ΛAs-module sur
⊕
nH
n
c (M) de´duite de λ est libre forme
un ouvert Zariski de Hom(T
Qℓ
(As),T
Qℓ
(Rs)). Cet ouvert est stable sous
σ et contient l’origine λ0. Son comple´ment est un ferme´ stable sous σ
qui ne contient pas λ0. Puisque σ agit avec des valeurs propres de va-
leur absolue |k|1/2, un ferme´ de Hom(T
Qℓ
(As),T
Qℓ
(Rs)) stable sous σ
est ne´cessairement stable sous l’action de Gm. Le fait que ce ferme´ ne
contient pas l’origine λ0 implique qu’il est vide.
7.4.10. — Soit maintenant S un sche´ma strictement hense´lien avec un
morphisme ǫ : S → Spec(k¯) ou` k¯ est le corps re´siduel de S. Notons s le
point ferme´ de S. La fibre ΛP,s s’identifie alors avec ǫ∗ΛP . On en de´duit
par adjonction un morphisme
ǫ∗ΛP,s → Λ.
En restreignant le cap-produit 7.4.2 a` ǫ∗ΛP,s, on obtient une fle`che
ΛP,s ⊠ f!Qℓ → f!Qℓ
qui de´finit une action de l’alge`bre gradue´e ΛP,s =
⊕
i ∧
iT
Qℓ
(Ps)[i] sur le
complexe f!Qℓ.
En particulier, on a un morphisme
T
Qℓ
(Ps)⊗ f!Qℓ → f!Qℓ[−1].
On en de´duit morphisme entre les tronque´s pour la t-structure perverse :
T
Qℓ
(Ps)⊗
pτ≤n(f!Qℓ)→
pτ≤n−1(f!Qℓ)
pour tout n ∈ Z. Ceci induit un morphisme entre les faisceaux pervers
de cohomologie en degre´s n et n− 1
T
Qℓ
(Ps)⊗
pHn(f!Qℓ)→
pHn−1(f!Qℓ).
On en de´duit une action gradue´e de l’alge`bre gradue´e ΛP,s sur la somme
directe
⊕
n
pHn(f!Qℓ)[−n].
7.4.11. — La filtration pτ≤n(f!Qℓ) de f!Qℓ de´finit une suite spectrale
Em,n2 = H
m( pHn(f!Qℓ)s)⇒ H
m+n
c (Ms)
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e´quivariante par rapport a` l’action de ΛP,s. Cette suite spectrale est
convergente car le complexe f!Qℓ est borne´. On dispose donc sur la somme
directe
Hc(Ms) =
⊕
N
HNc (Ms)[−N ]
d’une filtration de´croissante FmHc(Ms) telle que
FmHc(Ms)/F
m+1Hc(Ms) =
⊕
n
Em,n∞ [−m− n].
L’action de ΛP,s sur Hc(Ms) respecte cette filtration. L’action induite sur
les gradue´s associe´s a` la filtration FmHc(Ms)⊕
n
Em,n∞ [−m− n]
se de´duit de son action sur les Em,n2 qui a` son tour se de´duit de l’action
gradue´e de ΛP,s sur
⊕
n
pHn(f!Qℓ)[−n].
7.4.12. — Soient maintenant S un sche´ma de type fini sur un corps
fini, P un S-sche´ma en groupes lisse commutatif de fibres connexes de
dimension d et f : M → S un morphisme propre dont la source M
est un k-sche´ma lisse. Dans cette situation d’apre`s Deligne, il existe un
isomorphisme non-canonique
f!Qℓ ≃
pHn(f!Qℓ)[−n].
Cet isomorphisme subsiste quand on restreint a` l’hense´lise´ strict Ss d’un
point ge´ome´trique s de S de sorte que les suites spectrales 7.4.11 de´ge´ne`-
rent en E2 c’est-a`-dire E
m,n
∞ = E
m,n
2 .
7.4.13. — Toujours sous l’hypothe`se du nume´ro pre´ce´dent, d’apre`s le
the´ore`me de purete´ de Deligne, le faisceau pervers pHn(f!Qℓ) est pur.
D’apre`s le the´ore`me de de´composition, sur S ⊗k k¯ il est isomorphe a`
une somme directe de faisceaux pervers simples. On a une de´composition
canonique de pHn(f!Qℓ) par les supports : il existe une famille finie de
ferme´s irre´ductibles Zα de S ⊗k k¯ indexe´ par α ∈ A tels que
pHn(f!Qℓ) =
⊕
α∈A
Knα .
ou` Knα est la somme directe des facteurs simples de
pHn(f!Qℓ) ayant pour
support le ferme´ irre´ductible Zα. Nous notons
Kα =
⊕
Knα [−n]
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et supposons que Kα 6= 0 pour tout α ∈ A.
Lemme 7.4.14. — Pour tout α ∈ A, il existe un ouvert dense Uα de
Zα tel que les proprie´te´s suivantes soient satisfaites :
– Uα est lisse,
– pour tout α′ ∈ A diffe´rent de α avec dim(Zα′) ≤ dim(Zα), on a
Uα ∩ Zα′ = ∅,
– la restriction de Knα a` Uα est de la forme L
n
α[dim(Uα)] ou` L
n
α est un
syste`me local pur de poids n. Notons Lα =
⊕
n L
n
α,
– la restriction Pα de P a` Uα admet un de´vissage apre`s un changement
de base fini radiciel
1→ Rα → Pα → Aα → 1
comme une extension d’une varie´te´ abe´lienne par un sche´ma en groupes
affine qui induit une suite exacte de module de Tate sur Uα
0→ T
Qℓ
(Rα)→ T
Qℓ
(Pα)→ T
Qℓ
(Aα)→ 0,
– le module de Tate T
Qℓ
(Rα) est un syste`me local.
De´monstration. — Zα e´tant un k¯-sche´ma irre´ductible re´duit, il contient
un ouvert dense lisse. Si dim(Zα′) < dim(Zα) ou dim(Zα′) = dim(Zα)
mais α′ 6= α, l’intersection Zα∩Zα′ est de dimension plus petite que celle
de Zα. En retranchant ces intersections, il reste un ouvert dense de Zα. Il
n’y a qu’un nombre fini de faisceaux pervers simples pre´sents dans Kα,
on peut supposer que tous ces faisceaux pervers sont des syste`mes locaux
avec de´calage en re´tre´cissant encore l’ouvert.
Le point ge´ne´rique ηα de Zα n’e´tant pas ne´cessairement parfait. On
peut passer a` une extension finie inse´parable η′α pour que Pηα admette
un de´vissage comme une extension d’une varie´te´ abe´lienne par un groupe
affine. Conside´rons la normalisation Z ′α de Zα dans η
′
α. Prenons l’image
re´ciproque PZ′α de P a` Z
′
α, conside´rons l’adhe´rence de la partie affine de
Pη′α dans PZ′α. Dans un ouvert de Z
′
α, on peut re´aliser ainsi PZ′α comme
une extension d’un sche´ma abe´lien par un sche´ma en groupes affines. En
re´tre´cissant encore l’ouvert, on peut s’assurer que le module de Tate de
la partie affine soit un syste`me local.
7.4.15. — Conside´rons le cap-produit par le module de Tate 7.4.2
T
Qℓ
(P )⊗ f!Qℓ → f!Qℓ[−1].
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Pour tout n, on dispose d’un morphisme
T
Qℓ
(P )⊗ pτ≤n(f!Qℓ)→ f!Qℓ[−1].
Puisque le produit tensoriel T
Qℓ
(P )⊗ pτ≤n(f!Qℓ) appartient a`
T
Qℓ
(P )⊗ pτ≤n(f!Qℓ) ∈
pD≤nc (S,Qℓ)
le morphisme ci-dessus se factorise par
T
Qℓ
(P )⊗ pτ≤n(f!Qℓ)→
pτ≤n((f!Qℓ)[−1])
On en de´duit une fle`che
T
Qℓ
(P )⊗ pτ≤n(f!Qℓ)→
pHn−1(f!Qℓ)[−n].
De nouveau parce que T
Qℓ
(P )⊗ pτ≤n−1(f!Qℓ) ∈
pD≤n−1c (S,Qℓ), la fle`che
ci-dessus se factorise par
T
Qℓ
(P )⊗ pHn(f!Qℓ)[−n]→
pHn−1(f!Qℓ)[−n].
Conside´rons la de´composition par les supports⊕
α∈A
T
Qℓ
(P )⊗Knα →
⊕
α∈A
Kn−1α .
Pour tout α ∈ A, on a donc une fle`che canonique
T
Qℓ
(P )⊗Knα → K
n−1
α .
7.4.16. — Soit Uα l’ouvert dense du ferme´ Zα comme dans 7.4.14. Pour
tout α ∈ A, choisissons un ouvert de Zariski Vα de S ⊗k k¯ contenant Uα
comme un sous-sche´ma ferme´. Notons iα : Uα → Vα l’immersion ferme´e.
En restreignant la fle`che ci-dessus a` l’ouvert Vα, on obtient un fle`che
T
Qℓ
(P )⊗ iα∗L
n
α[dim(Uα)]→ iα∗L
n−1
α [dim(Uα)].
Par la formule de projection, on a
T
Qℓ
(P )⊗ iα∗L
n
α = iα∗(T
Qℓ
(Pα)⊗ Lα)
ou` T
Qℓ
(Pα) est la restriction de T
Qℓ
(P ) a` Uα. En appliquant le foncteur
i∗α a`
iα∗(T
Qℓ
(Pα)⊗ L
n
α)→ iα∗L
n−1
α
on obtient un morphisme
T
Qℓ
(Pα)⊗ L
n
α → L
n−1
α
sur Uα. C’est un morphisme entre syste`mes locaux sur Uα d’apre`s l’hy-
pothe`se sur Uα cf. 7.4.14.
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7.4.17. — D’apre`s 7.4.14, on a un de´vissage de T
Qℓ
(Pα)
0→ T
Qℓ
(Rα)→ T
Qℓ
(Pα)→ T
Qℓ
(Aα)→ 0
ou` T
Qℓ
(Aα) est un syste`me local pur de poids −1 et T
Qℓ
(Rα) est un
syste`me local pur de poids −2. Puisque Lnα est pur de poids n et L
n−1
α
est pur de poids n− 1, l’action de T
Qℓ
(Pα) se factorise par T
Qℓ
(Aα)
T
Qℓ
(Aα)⊗ L
n
α → L
n−1
α .
On a donc muni a` la somme directe de syste`mes locaux Lα =
⊕
n L
n
α[−n]
d’une structure de module gradue´ sur l’alge`bre gradue´e ΛAα
ΛAα ⊗ Lα → Lα.
En particulier, pour tout point ge´ome´trique uα de Uα, la fibre Lα,uα est
un module gradue´ sur l’alge`bre gradue´e de ΛAα,uα.
Lemme 7.4.18. — Soit U un k-sche´ma connexe. Soit Λ un syste`me
local gradue´ en un nombre fini de degre´s ne´gatifs avec Λ0 = Qℓ et qui est
muni d’une structure d’alge`bres gradue´es Λ⊗Λ→ Λ. Soit L un syste`me
local gradue´ muni d’une structure de module gradue´
Λ⊗ L→ L.
Supposons qu’il existe un point ge´ome´trique u de U tel que la fibre Lu de
L en u est un module libre sur la fibre Λu de Λ en u. Supposons que L
est semi-simple comme syste`me local gradue´. Alors, il existe un syste`me
local gradue´ E sur U et un isomorphisme
L = Λ⊗ E
compatible avec la structure de Λ-modules.
De´monstration. — Conside´rons l’ide´al d’augmentation de Λ
Λ+ =
⊕
i>0
Λ−i[i].
Conside´rons le conoyau E de la fle`che
Λ+ ⊗ L→ L.
Puisque L est semi-simple, l’homomorphisme surjectif L→ E admet un
rele`vement E → L. On va montrer que la fle`che induite
Λ⊗E → L
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est un isomorphisme. Puisqu’il s’agit d’une fle`che entre syste`mes locaux,
pour ve´rifier que c’est un isomorphisme, il suffit de ve´rifier qu’il est un
isomorphisme dans la fibre en u. Dans l’espace vectoriel Lu, Eu est un
sous-espace vectoriel comple´mentaire de Λ+Lu. La fle`che
Λu ⊗ Eu → Lu
est donc surjective d’apre`s le lemme de Nakayama. Elle est bijective car
Lu e´tant un Λu-module libre, on a l’e´galite´ de dimension
dim
Qℓ
(Λu)× dim
Qℓ
(Eu) = dim
Qℓ
(Lu)
d’ou` le lemme.
Proposition 7.4.19. — Soit S un sche´ma de type fini sur un corps fini
k. Soit f : X → S un morphisme propre de source un k-sche´ma lisse X.
Soit g : P → S un sche´ma en groupes commutatif lisse de type fini ayant
les fibres connexes de dimension d. Supposons que le stabilisateur dans
P de n’importe quel point de M est affine. Supposons que le module de
Tate T
Qℓ
(P ) est polarisable cf. 7.1.4.
Conside´rons la de´composition canonique par les supports
Kn =
⊕
α∈A
Knα
ou` A est un ensemble fini de sous-sche´mas ferme´s irre´ductibles Zα de
S ⊗k k¯ et ou` K
n
α est la somme directe des facteurs ge´ome´triquement
simples ayant pour support le sous-sche´ma irre´ductible Zα.
Si Uα est un ouvert dense de Zα comme dans 7.4.14, en particulier tel
que la restriction de Knα a` Uα est un syste`me local L
n
α de´cale´ de dim(Zα) et
que la restriction Pα de P a` Uα admet un de´vissage apre`s un changement
de base fini radiciel
1→ Rα → Pα → Aα → 1.
Alors, pour tout point ge´ome´trique uα de Uα, l’espace vectoriel gradue´
Lα,uα =
⊕
n L
n
α,uα est un module libre sur l’alge`bre gradue´e ΛAα,uα.
De´monstration. — De´montrons la proposition par une re´currence des-
cendante sur la dimension de Zα. Soit α0 ∈ A l’e´le´ment maximal tel que
Zα0 soit S⊗k k¯ tout entier. Soit Uα0 un ouvert dense de S⊗k k¯ assez petit
au sens de 7.4.14. On a alors
pHn(f∗Qℓ)|Uα0 = L
n
α0
[dim(S)]
144 NGOˆ BAO CHAˆU
ou` Lnα0 est un syste`me local semi-simple sur Uα0 . Cette somme directe
est munie d’une action canonique de ΛAα d’apre`s 7.4.17.
Soit uα0 un point ge´ome´trique quelconque de Uα0 . On a alors un iso-
morphisme ⊕
n
Lnα0,uα0 =
⊕
n
Hnc (Muα0 )
compatible avec l’action de ΛPuα0 . Par la raison de poids comme dans
7.4.16, l’action de ΛPuα0 se factorise par ΛAuα0 .
En prenant un point ge´ome´trique uα0 au-dessus d’un point a` valeur
dans un corps fini, on dispose alors d’un rele`vement canonique λ0 :
T
Qℓ
(Auα0 )→ TQℓ(Puα0 ). D’apre`s 7.4.8, avec ce rele`vement
⊕
nH
n
c (Muα0 )
est un ΛAuα0 -module libre. Cette proprie´te´ est alors vraie pour n’importe
quel point ge´ome´trique de Uα0 et pour n’importe quel rele`vement.
Le cas ge´ne´ral est de´montre´ essentiellement par la meˆme me´thode. On
utilise la proprie´te´ de liberte´ de la cohomologie de la fibre Muα pour
de´duire la liberte´ du syste`me local gradue´ Lα comme ΛAα-module. La
difficulte´ est de controˆler le bruit cause´ par les Kα′ avec dim(Zα′) >
dim(Zα). Notons que par re´currence, on peut supposer que pour ces α
′,
Lα′ est un module libre sur ΛAα′ .
Prenons un point ge´ome´trique uα de Uα au-dessus d’un point a` valeur
dans un corps fini. Soit Suα l’hense´lise´ strict de S en uα. La construction
de 7.4.10 s’applique a` Suα. On dispose donc d’une action de ΛP,uα sur la
restriction de f!Qℓ a` Suα
(7.4.20) ΛP,uα ⊠ (f!Qℓ|Sα)→ (f!Qℓ|Sα).
Comme dans 7.4.10, celle-ci induit une action gradue´e de de ΛP,uα sur
la somme directe de faisceaux pervers de cohomologie dont la partie de
degre´ −1 s’e´crit
T
Qℓ
(Puα)⊗
pHn(f!Qℓ)|Sα →
pHn−1(f!Qℓ)|Sα.
Cette fle`che se de´compose en somme directe suivant la de´composition
canonique de pHn(f!Qℓ) et
pHn−1(f!Qℓ) par le support
(7.4.21)
⊕
α′∈A
T
Qℓ
(Puα)⊗K
n
α′ |Sα →
⊕
α′∈A
Kn−1α′ |Sα.
Si α′ 6= α′′, la fle`che induite
T
Qℓ
(Puα)⊗K
n
α′ |Sα → K
n−1
α′′ |Sα
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est nulle car T
Qℓ
(Puα)⊗K
n
α′ |Sα est une extension successive de faisceaux
pervers simples de support Zα′ ∩ Sα alors que K
n−1
α′′ |Sα est une extension
successive de faisceaux pervers simples de support Zα′′ ∩ Sα. Ainsi, la
fle`che 7.4.21 est une somme directe des fle`ches
(7.4.22) T
Qℓ
(Puα)⊗K
n
α′ |Sα → K
n−1
α′ |Sα
la somme e´tant e´tendue tous les α′ ∈ A. L’action gradue´e de ΛP,uα sur⊕
α′∈AKα′|Sα se de´compose donc en une somme directe de des actions
gradue´es de ΛP,uα sur chaque Kα′|Sα.
Le point ge´ome´trique uα est au-dessus d’un point u
0
α a` valeur dans un
corps fini. D’apre`s 7.4.7, on a une de´composition canonique en somme
directe
T
Qℓ
(Puα) = T
Qℓ
(Ruα)⊕ T
Qℓ
(Auα)
graˆce a` l’action de Gal(uα/u
0
α). On en de´duit donc une action de T
Qℓ
(Auα)
sur f!Qℓ|Sα
T
Qℓ
(Auα)⊠ (f!Qℓ|Sα)→ f!Qℓ|Sα[−1],
puis une action sur la somme directe des faisceaux pervers de cohomologie
T
Qℓ
(Auα)⊗
pHn(f!Qℓ)|Sα →
pHn−1(f!Qℓ)|Sα
laquelle se de´compose en une somme directe des fle`ches
T
Qℓ
(Auα)⊗K
n
α′ |Sα → K
n−1
α′ |Sα
pour α′ ∈ A.
Proposition 7.4.23. — Pour tout α′ 6= α, pour tout entier m, le Qℓ-
espace vectoriel gradue´ Hm(Kα′,uα) est un ΛAuα -module libre.
De´monstration. — Si dim(Zα′) ≤ dim(Zα) avec α
′ 6= α, alors Kα′ |Sα est
nul de sorte qu’il n’y a rien a` de´montrer. On peut donc supposer que
dim(Zα′) > dim(Zα).
Au-dessus de Uα′ , on a une fle`che canonique entre syste`mes locaux
gradue´s
ΛAα′ ⊗ Lα′ → Lα′
de´finie dans 7.4.17. D’apre`s l’hypothe`se de re´currence, pour tout point
ge´ome´trique uα′ de Uα′ de´fini sur un corps fini, la fibre de Lα′ en uα′ est
ΛAα′ ,uα′ -module libre. D’apre`s le the´ore`me de de´composition, Lα′ est un
syste`me local gradue´ semi-simple. En appliquant le lemme 7.4.18, on sait
qu’il existe un syste`me local gradue´ Eα′ sur Uα′ et un isomorphisme
Lα′ ≃ ΛAα′ ⊗Eα′
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en tant que ΛAα′ -modules gradue´s.
Sur l’intersection Uα′ ∩ Sα on a encore cette factorisation. Notons yα′
le point ge´ne´rique de Uα′ ∩ Sα et y¯α′ un point ge´ome´trique au-dessus de
yα′. On a alors un isomorphisme de repre´sentations de Gal(y¯α′/yα′)
Lα′,y¯α′ = ΛAα′,y¯
α′
⊗ Eα′,y¯α′ .
La fle`che de spe´cialisation
T
Qℓ
(Puα)→ T
Qℓ
(Py¯α′ )
est injective et identifie T
Qℓ
(Puα) et le sous-espace vectoriel de T
Qℓ
(Py¯α′ )
des vecteurs Gal(y¯α′/yα′)-invariants. Nous avons besoin de l’hypothe`se
TQl(P ) est polarisable dans le lemme interme´diaire suivant.
Lemme 7.4.24. — Pour tout rele`vement homologique
T
Qℓ
(Auα)→ T
Qℓ
(Puα),
l’application
T
Qℓ
(Auα)→ T
Qℓ
(Ay¯α′ )
qui s’en de´duit est injective. De plus, il existe un comple´ment de T
Qℓ
(Auα)
dans T
Qℓ
(Ay¯α′ ) qui est Gal(y¯α′/yα′)-stable.
De´monstration. — La fle`che de spe´cialisation T
Qℓ
(Puα) → T
Qℓ
(Py¯α′ )
est compatible avec la form alterne´e de polarisation. N’importe quel
rele`vement homologique T
Qℓ
(Auα) → T
Qℓ
(Puα) est compatible avec la
forme alterne´e de sorte que l’application T
Qℓ
(Auα) → T
Qℓ
(Py¯α′ ) qui
s’en de´duit l’est aussi. Il s’ensuit que T
Qℓ
(Auα) → T
Qℓ
(Ay¯α′ ) est injec-
tive et que l’orthogonal de T
Qℓ
(Auα) dans T
Qℓ
(Ay¯α′ ) est un comple´ment
Gal(y¯α′/yα′)-stable.
Continuons la de´monstration de 7.4.23. La de´composition en somme
directe 7.4.24
T
Qℓ
(Ay¯α′ ) = TQℓ(Auα)⊕ U
de repre´sentations de Gal(y¯α′/yα′). induit un isomorphisme de repre´-
sentations de Gal(y¯α′/yα′)
ΛAy¯
α′
= ΛAuα ⊗ Λ(U)
ou` Λ(U) =
⊕
i ∧
i(U)[i]. Ceci implique une factorisation en produit ten-
soriel de repre´sentations de Gal(y¯α′/yα′)
Lα′,y¯α′ = ΛAuα ⊗ Λ(U)⊗Eα′,y¯α′ .
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Il existe donc un isomorphisme
Lα′ |Uα′∩Sα = ΛAuα ⊠ E
′
α′
ou` E ′α′ est un syste`me local sur Uα′ ∩ Sα. Puisque le produit tensoriel
externe avec ΛAuα commute avec le prolongement interme´diaire de Uα′ ∩
Sα a` Zα′ ∩ Sα et avec le foncteur fibre en uα0 , la proposition 7.4.23 s’en
de´duit.
Conside´rons maintenant la suite spectrale 7.4.11
Em,n2 = H
m( pHn(f∗Qℓ)uα)⇒ H
m+n(Muα)
qui de´ge´ne`re en E2 d’apre`s 7.4.12. On obtient ainsi une filtration de
H =
⊕
j
Hj(Muα)
dont le m-e`me gradue´ est⊕
n
Hm( pHn(f∗Qℓ)s0).
Cette filtration est stable sous l’action de ΛAuα . Son action sur le m-e`me
gradue´ se de´duit de l’action de ΛAuα sur la somme directe⊕
n
pHn(f∗Qℓ)|Sα
et donc de celle sur les Kα′ |Sα. Ce m-e`me gradue´
⊕
nH
m( pHn(f∗Qℓ)s0)
se de´compose donc en une somme directe de ΛAuα -modules gradue´s⊕
α′
Hm(Kα′,uα)
Pour α′ 6= α, on sait de´ja` que Hm(Kα′,uα) est un ΛAuα -module libre cf.
7.4.23. Pour α′ = α, on a Hm(Kα,uα) = 0 sauf pour m = − dim(Zα). On
obtient ainsi une filtration de H par des sous ΛAuα -modules
0 ⊂ H ′ ⊂ H ′′ ⊂ H =
⊕
j
Hj(Muα)
tels que H ′ et H/H ′′ sont des ΛAuα -modules libres et tel que
H ′′/H ′ = Lα,uα.
D’apre`s 7.4.8, on sait que H est aussi un ΛAuα -module libre. On va en
de´duire que Lα,uα est aussi un ΛAuα -module libre par une proprie´te´ par-
ticulie`re de l’anneau ΛAuα .
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Puisque ΛAuα est une alge`bre locale, tout ΛAuα -module projectif est
libre. La suite exacte
0→ H ′′ → H → H/H ′′ → 0
avec H et H/H ′′ libres, implique que H ′′ est aussi libre.
Notons aussi que ΛAuα est une Qℓ-alge`bre de locale dimension finie
ayant un socle de dimension un. On en de´duit que le dual (ΛAuα )
∗ de ΛAuα
en tant que Qℓ-espaces vectoriels est un ΛAuα -module libre. Conside´rons
la suite exacte duale
0→ (H ′′/H ′)∗ → (H ′′)∗ → (H ′)∗ → 0
ou` (H ′′)∗ et (H ′)∗ sont des ΛAuα -modules libres. Il s’ensuit que (H
′′/H ′)∗
est un ΛAuα -module libre de sorte que H
′′/H ′ l’est aussi.
Remarque 7.4.25. — La discussion de ce paragraphe s’e´tend mot pour
mot au cas ou` P a e´ventuellement des fibres non connexes. Soit g : P → S
un S-sche´ma en groupe lisse de type fini agissant sur un S-sche´ma propre
f : M → S. Supposons que M est lisse au-dessus du corps de base k. Soit
π0(P ) le faisceau des composantes connexes des fibres de P . Comme dans
7.1.12, supposons qu’il existe un groupe fini Π0 est un homomorphisme
surjectif Π0 → π0(P ). On a alors une de´composition caninque en somme
directe
f∗Qℓ =
⊕
κ∈Π∗0
(f∗Qℓ)κ
telle que pour tout x ∈ Π0, (x − κ(x))
N agit trivialement sur (f∗Qℓ)κ
pour un certain entier N .
Pour tout κ ∈ Π∗0, il existe un ensemble fini Aκ de sous-sche´mas ferme´s
Zα de S⊗k k¯ tel qu’on a des de´compositions en somme directe canonique
Knκ =
⊕
α∈Aκ
Knα
ou` Knκ =
pHn((f∗Qℓ)κ) et K
n
κ est la somme directe des facteurs simples
de Knκ de support Zα. Le lemme 7.4.14 s’applique a` Zα ; en particulier,
il existe un ouvert dense Uα de Zα au-dessus du quel K
n
α est un syste`me
local Lnα avec un de´calage et la composante neutre P
0
α de P |Uα admet un
quotient abe´lien Aα apre`s un changement de base radiciel qui fibre par
fibre est le de´vissage de Chevalley. La proposition 7.4.19 s’applique a` Lnα
c’est-a`-dire
⊕
n L
n
α est un module libre sur l’alge`bre d’homologie de Aα.
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7.5. De´monstration de l’ine´galite´ d’amplitude. — 7.2.3 est une
conse´quence imme´diate de 7.4.19 et de la remarque 7.4.25.
De´monstration. — Soit κ ∈ Π∗0 et α ∈ Aκ. Soit Zα un sous-sche´ma ferme´
irre´ductible de S⊗k k¯ correspondant. Comme dans 7.4.14, il existe un ou-
vert dense de Uα de Zα tel que la restriction de K
n
α a` Uα est un syste`me
local Lnα avec un de´calage et la restriction de P
0 a` Uα admet un quo-
tient abe´lien Aα apre`s un changment de base radiciel tel que fibre par
fibre on trouve le de´vissage de Chevalley. D’apre`s 7.4.19 et en tenant
compte de la remarque 7.4.25,
⊕
n L
n
α est un module libre sur l’age`bre
ΛAα des homologies de Aα. Puisque c’est un module non nul, son am-
plitude est supe´rieure ou e´gale a` celle de ΛAα e´gale a` 2(d − δα). On en
de´duit l’ine´galite´
amp(α) ≥ 2(d− δα)
qu’on voulait.
Remarque 7.5.1. — Notons les re´sultats de ce paragraphe restent in-
change´s si au lieu de k-sche´mas P et M on a des champs de Deligne-
Mumford.
7.6. Le cas de la fibration de Hitchin. — Nous allons maintenant
appliquer le the´ore`me ge´ne´ral du support au cas particulier de la fibra-
tion de Hitchin ou plus pre´cise´ment a` sa partie anisotrope. Il s’agit de
ve´rifier que les hypoth‘e`ses de 7.1.18 est bien ve´rifie´es et d’en tirer les
conse´quences.
Rappelons qu’on a un morphisme propre plat de fibres re´duites f ani :
Mani → Aani de source d’un champ de Deligne-Mumford lisse et de but
un ouvert d’un espace affine standard. On a aussi de´fini un champs de
Picard de Deligne-Mumford Pani → Aani qui agit surMani. D’apre`s 4.14.1,
il existe un ouvert Mreg,ani de Mani au-dessus duquel Pani agit simplement
transitivement et une section Aani →Mreg,ani de sorte qu’on a
Irr(Mani/Aani) = π0(M
reg,ani/Aani) = π0(P
ani/Aani).
En passant a` l’ouvert e´tale A˜, on a vu qu’il existe un homomorphisme
surjectif
Π0 −→ π0(P
ani/Aani)|
A˜ani
d’un faisceau constant fini Π0 sur la restriction du faisceau π0(P
ani/Aani)
a` A˜ani. Pour appliquer 7.1.18 au morphisme
f˜ ani : M˜ani −→ A˜ani
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il ne reste qu’a` ve´rifier l’assertion suivante.
Proposition 7.6.1. — Le module de Tate T
Qℓ
(Pani) est polarisable au
sens de 7.1.4.
La de´monstration de cette proposition est fonde´e sur the´orie de l’ac-
couplement de Weil que nous allons rappeler pour la commodite´ du lec-
teur. Soit S un sche´ma local strictement hense´lien. Soit c : C → S un
morphisme propre plat de fibres ge´ome´triquement re´duites de dimension
un.
Supponsons que C est connexe. Conside´rons la factorisation de Stein
C → S ′ → S ou` C → S ′ est un morphisme propre de fibres connexes non
vide et S ′ → S est un morphisme fini. Puisque la fibre spe´ciale de c est
re´duite, le morphisme S ′ → S est fini et e´tale. Puisque C est connexe,
S ′ l’est aussi. Puisqu’on a suppose´ que S est stricement hense´lien, on a
alors S ′ = S. Autrement dit les fibres de c : C → S sont connexes.
Conside´rons le S-champ d’Artin PicC/S qui associe a` tout S-sche´ma
Y le groupoide des fibre´s inversibles sur C ×S Y . Il est lisse au-dessus
de S. Conside´rons sa composante neutre Pic0C/S . Pour tout point L ∈
PicX/S(Y ), pour tout y ∈ Y , on peut de´finir caracte´ristique d’Euler-
Poincare´ χy(L) de la restriction de L a` Cy. Si Y est connexe, cet entier
est inde´pendant de y et nous le notons χ(L). Si L ∈ Pic0C/S, on a χ(L) =
χ(OC).
Pour tout couple de L, L′ ∈ Pic0C/S, nous de´finissions leur accouplement
de Weil par la formule
〈L, L′〉C/S = det(Rc∗(L⊗ L
′))⊗ det(Rc∗L)
⊗−1
⊗det(Rc∗L
′)⊗−1 ⊗ det(Rc∗OC)
en utilisant le de´terminant de cohomologie. Si t est un automorphisme
de L qui est alors un scalaire, t agit sur det(Rc∗L) par le scalaire t
χ(L).
En utilisant les e´galite´s
χ(L⊗ L′) = χ(L) = χ(L′) = χ(OC)
pour L, L′ ∈ Pic0X/S, on ve´rifie que pour tout couple de scalaires (t, t
′)
l’action de t sur L et l’action de t′ sur L′ induisent l’identite´ sur 〈L, L′〉C/S.
Si N est un entier inversible sur S et L est un fibre´ inversible muni
d’un isomorphisme ιL : L
⊗N → OC , on a un isomorphisme
〈L, L′〉⊗NC/S = OS.
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Si en plus L′ est aussi muni d’un isomorphisme ιL′ : L
′⊗N → OC , on a
autre isomorphisme 〈L, L′〉⊗NC/S = OS. La diffe´rence de ces deux isomor-
phismes de´finit une N -e`me racine d’unite´. Cette racine ne de´pend que
des classes d’isomorphisme de L et de L′ en vertu de la discussion sur
l’effet des scalaires.
Supposons maintenant que C est un courbe projective connexe sur
un corps alge´briquement clos k. Le champ Pic0C est alors le quotient
d’un k-groupe alge´brique commutative connexe JacC par Gm agissant
trivialement. La construction ci-dessus de´finit une forme alterne´e
T
Qℓ
(JacC)× T
Qℓ
(JacC) −→ Qℓ(−1)
qui est non-de´ge´ne´re´e lorsque C est lisse. Pour terminer cette digression,
il reste a` conside´rer le comportement de l’accouplement de Weil vis-a`-vis
de la normalisation.
Lemme 7.6.2. — Soit C une courbe projective re´duite sur un corps
alge´briquement clos k. Soit C♭ sa normalisation et ξ : C♭ → C le mor-
phisme de normalisation. Soient L, L′ deux fibre´s inversibles sur C. On
a alors un isomorphisme canonique de k-espaces vectoriels de dimension
un
〈L, L′〉C = 〈ξ
∗L, ξ∗L′〉C♭.
De´monstration. — On a une suite exacte
0 −→ OC −→ ξ∗OC♭ −→ D −→ 0
ou` D est un OC-modules fini supporte´ par une collection finie de points
{c1, . . . , cn} de C. Notons Di le facteur direct de D supporte´ par ci et
di sa longueur. La multiplicativite´ du de´terminant nous fournit alors un
isomorphisme
det(c♭∗OC♭) = det(c∗ξ∗OC♭) = det(c∗OC)⊗
r⊗
i=1
∧diDi
ou` on a note´ c : C → Spec(k) et c♭ : C♭ → Spec(k) les morphismes
structuraux.
Soit L un fibre´ inversible sur C. En utilisant la formule de produit
ξ∗ξ
∗L = (ξ∗O)⊗ L, on obtient la formule
det(c♭∗ξ
∗L) = det(c∗L)⊗
r⊗
i=1
(L⊗dici ⊗ ∧
diDi)
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ou` Lci est la fibre de L en ci. En appliquant cette formule a` L⊗L
′, L et
a` L′, on obtient le lemme.
On est maintenant en mesure de de´montrer la proposition 7.6.1.
De´monstration. — Rappelons que pour tout point a ∈ A♥, Pa est le
champ de Picard des Ja-torseurs sur X . Soit πa : X˜a → X le reveˆtement
came´rale associe´e a` a. D’apre`s la description galoisienne du centralisateur
re´gulier, on a un homomorphisme de faisceaux en groupes cf. 2.4.2
Ja → πa,∗(T ×X X˜a)
ou` T est le tore maximal de G dans l’e´pinglage fixe´. En conside´rant un
de´ploiement Xρ → X de G, on obtient un reveˆtement fini e´tale X˜ρ,a →
X˜a par changement de base. Notons πρ,a : X˜ρ,a → X le morphisme
compose´. On a donc un homomorphisme
Ja → πρ,a,∗(T× X˜ρ,a).
ou` T est un tor de´ploye´. La donne´e d’un point de ℓn-torsion de Pa induit
donc un point de ℓn torsion de PicX˜ρ,a⊗X∗(T). En choisissant une forme
syme´trique invariante sur X∗(T) ⊗Qℓ et en utilisant l’accouplement de
Weil sur Pic0
X˜ρ,a
, on obtient une forme alterne´e
T
Qℓ
(P0a)⊗ T
Qℓ
(P0a) −→ Qℓ(−1).
Il reste a` de´montrer qu’en chaque point ge´ome´trique a, cette forme sym-
plectique est nulle sur la partie affine de Tℓ(Pa) et induit un accouplement
non de´ge´ne´re´e sur sa partie abe´lienne. Ceci se de´duit du lemme 7.6.2
7.6.3. — On peut maintenant appliquer 7.1.18 car toutes ses trois hy-
pothe`ses ont e´te´ ve´rife´es. On ne peut pas toutefois tirer imme´diatement
une conclusion tangible car il rne s’applique qu’aux sous-sche´mas ferme´s
irre´ductibles Z ve´rifiant l’ine´galite´
codim(Z) ≥ δZ .
Nous conjecturons que Pani est δ-re´gulier au sens de 7.1.3 ce qui revient
a` dire que l’ine´galite´ ci-dessus est satisfaite pour n’importe quel sous-
sche´ma ferme´ irre´ductible Z de Aani. Cette conjecture est connue en
caracte´ristique 0. En caracte´ristique p, on devra se contenter de l’e´nonce´
plus faible 5.4.2.
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7.6.4. — Soit δbadH (D) le plus petit entier tel que
codimAH(AH,δbadH (D)) < δ
bad
H (D).
Si cet entier n’existe pas, on pose δbadH (D) =∞. Notons A
bad
H la re´union
de toutes les strates AH,δH a` δH constant avec δH ≥ δ
bad
H (D). C’est un
sous-sche´ma ferme´ de A♥H qui est e´ventuellement vide. D’apre`s 5.4.2,
l’entier δbadH (D) tend vers l’infini quand deg(D) tend vers l’infini.
Lemme 7.6.5. — Soit Z un sous-sche´ma ferme´ irre´ductible de A˜H qui
n’est pas contenu dans A˜badH . Alors on a
codim
A˜H
(Z) ≥ δH,Z et codimA˜(Z) ≥ δZ
ou` δH,Z est la valeur minimale de la fonction δH : Z(k¯) → N et ou` δZ
est la valeur minimale de la fonction δ : Z(k¯)→ N.
De´monstration. — Puisque Z est irre´ductible, il est contenu dans l’adhe´-
rence de la strate a` δH-constant A˜H,δH,Z . Comme Z n’est pas contenu dans
A˜badH , on a δH,Z < δ
bad
H (D). Il re´sulte de la de´finition de δ
bad
H (D) que
codim
A˜H
(A˜H,δH,Z) ≥ δH,Z .
On en de´duit la meˆme ine´galite´ pour codim
A˜H
(Z). L’ine´galite´ portant
sur codim
A˜
(Z) s’en de´duit car d’apre`s 4.15.3 et 4.15.1, la fonction
δ − δH : Z(k¯)→ N
est constante de valeur e´gale a` dim(A)− dim(AH).
Maintenant, 7.1.18 implique l’e´nonce´ suivant.
The´ore`me 7.6.6. — Soit K un facteur ge´ome´triquement simple de⊕
n
pHn(f˜ ani∗ Qℓ)κ.
Supposons que le support de K est contenu dans A˜H mais n’est pas
contenu dans A˜badH . Alors il est e´gal a` A˜H .
Cet e´nonce´ n’est pas aussi joli qu’on voudrait a` cause de la pre´sence
du fantomatique A˜badH . Il suffit ne´anmoins pour de´montrer le lemme fon-
damental avec l’aide de 5.4.2.
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8. Comptage de points
Dans ce dernier chapitre, nous comple´tons la de´monstration du the´o-
re`me de stabilisation ge´ome´trique 6.4.3 ainsi que celle des conjectures
de Langlands-Shelstad 1.11.1 et de Waldspuger 1.12.7 en s’appuyant le
the´ore`me 7.6.6.
La de´monstration est fonde´e sur le principe suivant. Soit K1, K2 deux
complexes purs sur un k-sche´ma de type fini S irre´ductible. Supposons
que tout faisceau pervers ge´ome´triquement simples pre´sent dans K1 ou
K2 a pour support S tout entier, alors pour de´montrer que K1 et K2 ont
la meˆme classe dans le groupe de Grothendieck, il suffit de de´montrer
qu’il existe un ouvert dense U de S aussi petit que l’on veut, tel que
pour toute extension finie k′ de k, pour tout u ∈ U(k′), les traces du
Frobenius σk′ de k
′ sur K1,u et K2,u sont e´gales. L’e´galite´ dans le groupe
de Grothendieck implique qu’on ait la meˆme e´galite´ mais pour tout point
s ∈ S(k′). Le comptage de points dans une fibre au-dessus d’un point d’un
petit ouvert U devrait eˆtre beaucoup plus agre´able que dans une fibre
quelconque ce qui fait la force du the´ore`me du support.
On va donc compter le nombre ♯Ma(k) des k-points dans une fibre de
Hitchin anisotrope. Plus pre´cise´ment, on veut une formule pour la par-
tie stable ♯Ma(k)st. La formule de produit 4.13.1 permet d’exprimer ce
nombre comme un produit du nombre ♯P0a(k) des k-points de la com-
posante neutre de Pa et des nombres de points dans des quotients de
fibres de Springer affine cf. 8.4. Pour ces quotients des fibres de Sprin-
ger affines, un comptage plus ou moins direct donne comme re´sultat une
inte´gale orbitale stable cf. 8.2. On a aussi la variante du comptage avec
une κ-ponde´ration qui donne lieu aux κ-inte´grales orbitales. A chaque
fois, il s’agit du comptage de points d’un champ d’Artin de la forme
[M/P ] ou` M est un k-sche´ma et ou` P est un k-groupe alge´brique agis-
sant sur M . Ce formalisme est rappele´ dans 8.1 en meˆme temps qu’une
formule des points fixes ad hoc qui a e´te´ de´montre´e dans l’appendice A.3
de [52].
Pour a ∈ A♦(k), les quotients des fibres de Springer affines sont tous
triviaux de sorte que ♯Ma(k)st est e´gal au nombre ♯P
0
a(k) ou` P
0
a est es-
sentiellement une varie´te´ abe´lienne. Ceci permet de de´montrer l’e´galite´
les nombres ♯M1,a(k)st et ♯M2,a(k)st pour a ∈ A
♦(k) associe´s a` deux
groupes G1 et G2 ayant des donne´es radicielles isoge`nes. Le the´ore`me de
support 7.1.18 permet de prolonger l’identite´ a` a ∈ (Aani −Abad)(k). On
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obtient ainsi assez de points globaux pour obtenir toutes les inte´grales or-
bitales stables locales en faisant tendre deg(D) vers l’infini. On de´montre
ainsi le lemme fondamental non standard conjecture´ par Waldspurger cf.
8.8. En renversant l’argument global-local, on peut prolonger l’identite´
♯M1,a(k)st = ♯M2,a(k)st a` tout a ∈ A
ani(k).
La de´monstration de la conjecture de Langlands-Shelstad suit essentiel-
lement la meˆme strate´gie avec un peu plus de difficulte´s techiniques. Pour
aH ∈ A˜
♦
H(k), les inte´grales orbitales stables locales de aH sont triviales
mais les κ-inte´grales orbitales locales dans G du point a correspondant
ne le sont pas ne´cessairement. Toutefois, en re´tre´cissant encore plus A˜♦H ,
on peut supposer que ces κ-inte´grales orbitales locales non triviales sont
aussi simples que possibles. Le calcul de ces inte´grales locales simples est
bien connu et se rame`ne au cas SL(2) traite´ par Labesse et Langlands. On
le reprend dans 8.3. En combinant ce calcul avec le the´ore`me du support
7.1.18, on obtient lla partie du the´ore`me de stabilsation ge´ome´trique sur
l’ouvert A˜aniH − A˜
bad
H cf. 8.5. De nouveau, en faisant tendre deg(D) vers
l’infini, on obtient toutes les inte´grales orbitales locales et de´montre ainsi
le lemme fondamental cf. 8.6. En renversant l’argument global-local, on
en de´duit tout le the´ore`me de stabilisation ge´ome´trique.
8.1. Remarques ge´ne´rales sur le comptage. — Nous allons fixer
dans ce paragraphe un cadre pour les diffe´rents proble`mes de comptage
que nous devrons re´soudre dans la suite. Nous allons aussi pre´ciser les
abus de notations que nous allons pratiquer syste´matiquement dans ce
chapitre. Dans ce paragraphe et contrairement au reste de l’article, la
lettre X ne de´signe pas ne´cessairement une courbe.
8.1.1. — SiM est un k-sche´ma de type fini. D’apre`s la formule de traces
de Grothendieck-Lefschetz, le nombre de k-points de M peut eˆtre calcule´
comme une somme alterne´e de traces de l’e´le´ment de Frobenius σ ∈
Gal(k¯/k)
♯M(k) =
∑
n
(−1)ntr(σ,Hnc (M))
ou` Hnc (M) de´signe le n-e`me groupe de cohomologie a` support compact
Hnc (M ⊗k k¯,Qℓ) de M ⊗k k¯.
Nous aurons besoin d’une variante de cette formule des traces dans le
contexte suivant. Soit M un k-sche´ma de type fini ou plus ge´ne´ralement
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un champ de Deligne-Mumford de type fini, muni d’une action d’un k-
groupe alge´brique commutatif de type fini P . Nous voulons relier la trace
de σ sur une partie de la cohomologie a` support de M avec le nombre de
points du quotient X = [M/P ] et le nombre de points de la composante
neutre de P . C’est le contenu de l’appendice A.3 de [52] que nous allons
maintenant rappeler et ge´ne´raliser le´ge`rement.
8.1.2. — Soit donc X = [M/P ] comme ci-dessus. On va e´crire X pour
le groupo¨ıde X(k¯), M pour l’ensemble M(k¯) et P pour le groupe P (k¯).
Par de´finition l’ensemble des objets deX = [M/P ] est l’ensembleM . Soit
m1, m2 ∈M . Alors l’ensemble des fle`ches HomX(m1, m2) est le transpor-
teur
HomX(m1, m2) = {p ∈ P |pm1 = m2}.
La re`gle de composition des fle`ches se de´duit de la multiplication dans le
groupe P .
8.1.3. — L’action de l’e´le´ment de Frobenius σ ∈ Gal(k¯/k) sur M et P
induit une action sur le groupo¨ıde X = [M/P ]. Le groupo¨ıde X(k) des
points fixes sous l’action de σ est par de´finition la cate´gorie dont
– les objets sont les couples (m, p) ou` m ∈ M et p ∈ P tels que
pσ(m) = m ;
– une fle`che h : (m, p) → (m′, p′) dans X(k) est un e´le´ment h ∈ P tel
que hm = m′ et p′ = hpσ(h)−1.
La cate´gorie X(k) a un nombre fini de classes d’isomorphisme d’objets
et chaque objet a un nombre fini d’automorphismes. On s’inte´resse a` la
somme
♯X(k) =
∑
x∈X(k)/∼
1
♯AutX(k)(x)
ou` x parcourt un ensemble de repre´sentants des classes d’isomorphisme
des objets de X(k).
8.1.4. — Soit X = [M/P ] comme ci-dessus et soit x = (m, p) un objet
de X(k). Par de´finition des fle`ches dans X(k), la classe de σ-conjugaison
de p ne de´pend que de la classe d’isomorphisme de x. Puisque P est
un k-groupe de type fini, le groupe des classes de σ-conjugaison de P
s’identifie canoniquement a` H1(k, P ). Notons cl(x) ∈ H1(k, P ) la classe
de σ-conjugaison de p qui ne de´pend que de la classe d’isomorphisme
de x. D’apre`s un the´ore`me de Lang, H1(k, P ) s’identifie a` H1(k, π0(P ))
ou` π0(P ) de´signe le groupe des composantes connexes de P ⊗k k¯ qui est
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donc un groupe fini commutatif muni d’une action de σ. Ainsi, pour tout
caracte`re σ-invariant κ : π0(P ) → Qℓ
×
, pour tout objet x ∈ X(k), on
peut de´finir un accouplement
〈cl(x), κ〉 = κ(cl(x)) ∈ Qℓ
×
qui ne de´pend que de la classe d’isomorphisme de x. On peut donc de´finir
le nombre de points de X(k) avec la κ-ponde´ration
♯X(k)κ =
∑
x∈X(k)/∼
〈cl(x), κ〉
♯AutX(k)(x)
ou` x parcourt un ensemble de repre´sentants des classes d’isomorphisme
des objets de X(k).
8.1.5. — Le groupe P agit sur les groupes de cohomologie Hnc (M) a`
travers son groupe des composantes connexes π0(P ) d’apre`s le lemme
d’homotopie. On peut former le sous-espace propre Hnc (M)κ de H
n
c (M)
de valeur propre κ. Puisque κ est σ-invariant, σ agit sur Hnc (M)κ.
On a la variante suivante de la formule des traces de Grothendieck-
Lefschetz de´montre´e dans l’appendice A.3 de [52].
Proposition 8.1.6. — Soient M un k-sche´ma de type fini, P un k-
groupe de type fini agissant sur M et X = [M/P ]. Alors la cate´gorie
X(k) a un nombre fini de classes d’isomorphisme d’objets et chaque objet
a un nombre fini d’automorphismes. Pour tout κ : π0(P ) → Qℓ
×
un
caracte`re σ-invariant, le nombre ♯X(k)κ a l’interpre´tation cohomologique
suivante :
♯ P 0(k)♯X(k)κ =
∑
n
(−1)ntr(σ,Hnc (M)κ)
ou` P 0 la composante neutre de P .
Nous envoyons a` [52, A.3.1] pour la de´monstration. On peut conside´rer
deux exemples instructifs qui expliquent pourquoi il faut se´parer le roˆle
de P 0 de π0(P ).
Exemple 8.1.7. — Supposons que M = Spec(k) et que P est un
groupe fini sur lequel σ agit. Soit X = [M/P ] le classifiant de P . Alors
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les objets de la cate´gorie X(k) sont les e´le´ments p ∈ P alors que les
fle`ches p→ p′ sont les e´le´ments h ∈ P tels que p′ = hpσ(h)−1. On a alors
♯X(k) =
♯ P
♯ P
= 1.
Par ailleurs, pour tout caracte`re σ-invariant κ : P → Qℓ
×
non trivial, on
a ♯X(k)κ = 0.
Exemple 8.1.8. — Si M = Spec(k) et P = Gm. Soit X = [M/P ]
le classifiant de Gm. Les objets de X(k) sont de nouveau les e´le´ments
p ∈ P alors que les fle`ches p → p′ sont les e´le´ments h ∈ P tels que
p′ = hpσ(h)−1. D’apre`s Lang, tous les e´le´ments de k¯× sont σ-conjugue´s
de sorte qu’il n’y a qu’une seule classe d’isomorphisme d’objets dans
X(k). Le groupe des automorphisme de chaque objet de X(k) est k× et
a donc q − 1 e´le´ments. On a donc ♯X(k) = (q − 1)−1.
Pour e´tudier le comptage des points dans les fibres de Springer affines,
nous avons besoin d’une variante de la discussion pre´ce´dente pour le cas
ou` M et P sont localement de type fini et ou` [M/P ] a une proprie´te´ de
finitude raisonnable.
Soient M un k-sche´ma localement de type fini et P un k-groupe com-
mutatif localement de type fini agissant sur M . Pour que le quotient
[M/P ] soit raisonnablement fini, nous faisons en plus les hypothe`ses sui-
vantes.
Hypothe`se 8.1.9. — (1) Le groupe des composantes connexes
π0(P ) est un groupe abe´lien de type fini.
(2) Le stabilisateur dans P de chaque point de M est un sous-groupe
de type fini.
(3) Il existe un sous-groupe discret sans torsion Λ ⊂ P tel que P/Λ et
M/Λ sont de type fini.
La dernie`re hypothe`se ne´cessite d’eˆtre commente´e. Puisque le groupe Λ
est sans torsion, il agit sans points fixes sur M puisque les stabilisateurs
dans P de n’importe quel point de M est de type fini et en particulier
ont une intersection triviale avec Λ. De plus, si l’hypothe`se est ve´rifie´e,
elle est ve´rifie´e pour n’importe quel sous-group Λ′ ⊂ Λ d’indice finie et
σ-invariant.
8.1.10. — Il faut aussi expliquer comment construire un sous-groupe
discret sans torsion Λ de P tel que P/Λ soit de type fini. Le groupe P
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admet un de´vissage canonique
1→ P tf → P → π0(P )
lib → 0
ou` π0(P )
lib est le quotient libre maximal de π0(P ) et ou` P
tf est le sous-
groupe de type fini maximal de P . Puisque π0(P )
lib est un groupe abe´lien
libre, il existe un rele`vement
γ : π0(P )
lib → P
qui n’est pas ne´cessairement σ-e´quivariant. Puisque P tf est un k-groupe
de type fini, la restriction de γ a` Λ = Nπ0(P )
lib pour N assez divisible
est σ-e´quivariant. On obtient ainsi un sous-groupe discret sans torsion
P . L’hypothe`se (3) est e´quivalente a` ce que le quotient de M par ce
sous-groupe discret sans torsion est un k-sche´ma de type fini.
8.1.11. — Conside´rons le quotient X = [M/P ]. Le groupo¨ıde X(k) des
points fixes sous σ a pour objet les couples x = (m, p) avec m ∈ M
et p ∈ P tels que pσ(m) = m. Une fle`che h : (m, p) → (m′, p′) est un
e´le´ment h ∈ P tel que hm = m′ et p′ = hpσ(h)−1. Soit Pσ le groupe des
classes de σ-conjugaison dans P . La classe de σ-conjugaison de p de´finit
un e´le´ment cl(x) ∈ Pσ qui ne de´pend que de la classe d’isomorphisme de
x. Puisque m est de´fini sur une extension finie de k, cl(x) appartient au
sous-groupe
cl(x) ∈ H1(k, P )
qui est la partie torsion de Pσ.
Lemme 8.1.12. — Tout caracte`re κ : H1(k, P ) → Qℓ
×
peut s’e´tendre
en un caracte`re d’ordre fini κ˜ : Pσ → Qℓ
×
.
De´monstration. — Soit P 0 le groupe des composantes neutres de P .
D’apre`s le the´ore`me de Lang, tout e´le´ment de P 0 est σ-conjugue´ a` l’unite´.
Il s’en suit que l’application Pσ → π0(P )σ de Pσ sur le groupe des
classes de σ-conjugaison de π0(P ) est un isomorphisme. Les caracte`res κ˜ :
Pσ → Qℓ
×
sont donc les Qℓ-points du Qℓ-groupe diagonalisable de type
fini (π0(P )σ)
∗ = Spec(Qℓ[π0(P )σ]). Les caracte`res κ : H
1(k, P ) → Qℓ
×
forment le groupe π0((π0(P )σ)
∗) des composantes connexes de (π0(P )σ)
∗.
Tout e´le´ment κ ∈ π0((π0(P )σ)
∗) peut se relever en un e´le´ment de torsion
κ˜ ∈ (π0(P )σ)
∗.
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Le quotient X = [M/P ] est clairement e´quivalent a` [(M/Λ)/(P/Λ)] ou`
M/Λ et P/Λ sont de type fini. En particulier, l’ensemble des classes d’iso-
morphisme des objets de X(k) est fini et le groupe des automorphismes
de chaque objet est fini. Pour tout caracte`re κ : H1(k, P ) → Qℓ
×
, on
peut donc former la somme finie
♯X(k)κ =
∑
x∈X(k)/∼
〈cl(x), κ〉
♯Aut(x)
.
Soit κ˜ : P → Qℓ
×
un caracte`re σ-invariant d’ordre fini qui repre´sente κ.
On peut alors choisir un sous-groupe discret Λ ⊂ P tel que la condition
(3) de 8.1.9 soit ve´rifie´e et telle que la restriction κ a` Λ est triviale. Notons
encore par κ˜ le caracte`re de P/Λ qui s’en de´duit. Notons Hnc (M/Λ)κ˜ le
sous-espace propre de Hnc (M/Λ) de valeur propre κ˜. L’e´nonce´ suivant est
un corollaire imme´diat de 8.1.6.
Proposition 8.1.13. — On a la formule
♯ P 0(k)♯X(k)κ =
∑
n
(−1)ntr(σ,Hnc (M/Λ)κ˜).
De plus, si Λ′ ⊂ Λ est un sous-groupe de rang maximal et σ-invariant
alors on a un isomorphisme canonique
Hnc (M/Λ
′)κ˜ → H
n
c (M/Λ)κ˜
pour chaque entier n.
De´monstration. — Notons Λ est un sous-groupe sans torsion de P de
sorte que l’intersection de Λ avec la composante neutre P 0 est triviale.
Par conse´quent, l’homomorphisme P 0 → P/Λ induit un isomorphisme
de P 0 sur la composante neutre de P/Λ. En comparant avec 8.1.6, on
obtient la formule qu’on voulait.
En pratique, cette proposition est utile pour comparer et pour controˆler
la variation de la somme ♯X(k′)κ quand on prend les points a` valeurs
dans une extension finie k′ de k variable. Soit m = deg(k′/k). Pour toute
classe d’isomorphisme x′ de X(k′), on a une classe de σm-conjugaison
dans P . Puisque κ : P → Qℓ
×
est σ-invariant, il est a` plus forte raison
σm-invariant de sorte qu’on peut de´finir l’accouplement 〈cl(x), κ〉 ∈ Qℓ
×
.
On a alors la formule
♯ P 0(k′)♯X(k′)κ =
∑
n
(−1)ntr(σm,Hnc (M/Λ)κ˜).
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Corollaire 8.1.14. — Soit X = [M/P ] et X ′ = [M ′/P ′] comme ci-
dessus. Soient κ : P → Qℓ
×
et κ′ : P ′ → Qℓ
×
deux caracte`res σ-
invariants d’ordre fini. Supposons qu’il existe un entier m tel que pour
toute extension k′/k de degre´ m′ ≥ m, on a
♯ P 0(k′)♯X(k′)κ = ♯ P
′0(k′)♯X ′(k′)κ′.
Alors, on a l’e´galite´
♯ P 0(k)♯X(k)κ = ♯ P
′0(k)♯X ′(k)κ′.
Nous allons maintenant e´tudier deux exemples jumeaux qui sont parmi
les fibres de Springer affines les plus simples. Dans ces cas, on peut cal-
culer directement les nombres ♯X(k)κ.
Exemple 8.1.15. — Soient A un tore de´ploye´ de dimension un sur k
et X∗(A) son groupe des cocaracte`res. Conside´rons une extension
1→ A→ P → X∗(A)→ 1.
Le faisceau RHom(X∗(A), A) est concentre´ en degre´ 0 avec
Hom(X∗(A), A) = Gm.
Puisque H1(k,Gm) = 0, on peut scinder la suite exacte ci-dessus et en
particulier, il existe un isomorphisme
P ≃ A×X∗(A).
Dans les deux cas, on a un isomorphisme P = Gm × Z sur k¯.
Conside´rons la chaˆıne infinie de P1 obtenue a` partir de la re´union
disjoints
⊔
iP
n
i ou` P
n
i de´signe la i-e`me copie de P
1, en recollant le point
infini∞i de P
1
i avec le point ze´ro 0i+1 de P
1
i+1. Le groupeGm×Z agit sur⊔
iP
n
i de fac¸on compatible avec le recollement de sorte qu’il agit encore
sur la chaˆıne.
Conside´rons un k-sche´ma M muni d’une action de P tel qu’apre`s le
changement de base a` k¯, M est isomorphe a` la chaˆıne infinie de P1
muni de l’action de Gm × Z comme ci-dessus. On a en particulier une
stratification M = M1 ⊔M0 ou` M1 est un torseur sous P et ou` M0 est
un torseur sous le groupe discret X∗(A). Le groupo¨ıde X = [M/P ] a
essentiellement deux objets x1 et x0 avec Aut(x1) = A et Aut(x0) trivial.
On a aussi deux classes de cohomologie
cl1, cl0 ∈ H
1(k, P ) = H1(k,X∗(A)).
Il y a exactement trois possibilite´s pour ces classes.
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(1) Si A = Gm alors X∗(A) = Z. Dans ce cas, on a l’annulation de
H1(k,X∗(A)). On a alors la formule
♯X(k) = 1 +
1
q − 1
=
q
q − 1
qu’il est plus agre´able de retenir sous la forme
♯ A(k)♯X(k) = q.
(2) Si A est le tore de dimension un non de´ploye´ sur k ayant donc
q+1 points a` valeurs dans k. Dans ce cas X∗(A) est le groupe Z muni de
l’action de σ donne´e par m 7→ −m. Dans ce cas, le groupe H1(k,X∗(A))
a deux e´le´ments et ses e´le´ments peuvent de´crits explicitement comme
suit. Un X∗(A)-torseur E est un espace principal homoge`ne E sous Z
muni d’une application σ : E → E compatible avec l’action de σ sur Z
donne´e ci-dessus. Pour tout e ∈ E, la diffe´rence σ(e) − e est un entier
dont la parite´ est inde´pendante du choix de e. Si σ(e)− e est pair, cl(E)
est l’e´le´ment trivial de H1(k,X∗(A)). Si σ(e) − e est impair, cl(E) est
l’e´le´ment non trivial de H1(k,X∗(A)).
Supposons maintenant que cl1 = 0. Alors, il existe exactement une
copie P1i dans la chaˆıne infinie stable sous σ. Puisque A est le tore non-
de´ploye´, σ e´change ne´cessairment 0i et ∞i. Il s’ensuit que cl0 6= 0.
Si κ : H1(k,X∗(A)) → Qℓ
×
est le caracte`re non-trivial, on a alors la
formule
♯X(k)κ = 1−
1
q + 1
=
q
q + 1
qu’il est plus agre´able de retenir sous la forme
♯A(k)♯X(k)κ = q.
(3) Supposons toujours que A est le tore non-de´ploye´ mais conside´rons
le cas ou` cl1 6= 0. Il existe alors deux copies P
1
i et P
1
i+1 e´change´es par σ
de sorte que dans la chaˆıne infinie M , le point commun ∞i = 0i+1 est
σ-invariant. Il en re´sulte que cl1 = 0. On a alors la formule
♯A(k)♯X(k)κ = −q
ou` κ : H1(k,X∗(A))→ Qℓ
×
est le caracte`re non-trivial.
En supposant queM1 un k-point, on a cl1 = 0 de sorte que la troisie`me
possibilite´ est exclue. Avec cette hypothe`se, on constate que la formule
♯ A(k)♯X(k)κ = q
est alors valide.
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8.2. Comptage dans une fibre de Springer affine. — Dans ce pa-
ragraphe, nous e´tudions le comptage de points dans une fibre de Springer
en suivant essentiellement [24, §15] affine mais avec le langage de´veloppe´
dans le paragraphe pre´ce´dent. Comme dans le paragraphe pre´ce´dent, la
notation x ∈ X signifiera x ∈ X(k¯). Lorsqu’il s’agit de coefficients autres
que k¯, on le pre´cisera.
Soit v ∈ |X| un point ferme´ de X . Soient Fv la comple´tion du corps
des fractions rationnelles F par la topologie v-adique et Ov l’anneau
des entiers de Fv, kv le corps re´siduel. On note Xv = Spec(Ov) et X
•
v =
Spec(Fv). Soit F¯v la comple´tion v-adique de F¯ = F⊗k k¯. Soit O¯v l’anneau
des entiers de F¯v.
8.2.1. — Soit a ∈ c♥(Ov) un Xv-point de c dont la fibre ge´ne´rique est
semi-simple et re´gulie`re. La fibre de Springer affine re´duite Mredv (a) est
un k-sche´ma localement de type fini dont l’ensemble des k¯-points est
Mredv (a) = {g ∈ G(F¯v)/G(O¯v)|ad(g)
−1γ0 ∈ g(O¯v)}
ou` γ0 = ǫ(a) est la section de Kostant au point a. Puisque que les nilpo-
tents ne jouent aucun roˆle dans la discussion qui va suivre, on va e´crire
simplement Mv(a) a` la place de M
red
v (a).
8.2.2. — Soit Ja = a
∗J l’image inverse du centralisateur re´gulier. Soit
J ′a un Xv-sche´ma en groupes lisse de fibres connexes muni d’un homo-
morphisme J ′a → Ja qui induit un isomorphisme sur la fibre ge´ne´rique.
En particulier, J ′a peut eˆtre le sche´ma en groupes J
0
a des composantes
neutres de Ja mais il sera plus souple pour les applications de conside´rer
J ′a ge´ne´ral.
8.2.3. — Conside´rons le k-sche´ma en groupes localement de type fini
Predv (J
′
a) dont l’ensemble des k¯-points est
Predv (J
′
a) = Ja(F¯v)/J
′
a(O¯v).
De nouveau, on va e´crire simplement Pv(J
′
a) pour P
red
v (J
′
a) car les nilpo-
tents ne jouent pas de roˆle dans la discussion qui suit. L’homomorphisme
J ′a → Ja induit un homomorphisme
Pv(J
′
a)→ Pv(Ja)
qui induit une action de Pv(J
′
a) sur Mv(a). D’apre`s 3.4.1, cette action
ve´rifie l’hypothe`se 8.1.9 de sorte qu’on peut envisager le nombre de
k-points du quotient [Mv(a)/Pv(J
′
a)] ainsi que la variante avec une κ-
ponde´ration. D’apre`s 8.1.13, on sait que ce sont des nombres finis qui
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ont une interpre´tation cohomologique. Dans ce paragraphe, nous nous
inte´ressons a` la question d’exprimer ces nombres en termes d’inte´grales
orbitales stables et de κ-inte´grales orbitales.
Commenc¸ons par comparer les κ qui apparaissent dans le proble`me de
comptage 8.1 et ceux qui apparaissent dans la de´finition des κ-inte´grales
orbitales 1.7.
Lemme 8.2.4. — Supposons que la fibre spe´ciale de J ′a est connexe. Il
existe un isomorphisme canonique
H1(Fv, Ja) = H
1(k,Pv(J
′
a)).
De´monstration. — D’apre`s un the´ore`me de Steinberg, H1(F¯v, Ja) = 0. Il
s’ensuit que
H1(Fv, Ja) = H
1(Gal(k¯/k), Ja(F¯v)).
D’apre`s un the´ore`me de Lang, on a l’annulation H1(k, J ′a(O¯v)) = 0 car
J ′a est un sche´ma en groupes lisse de fibres connexes. Le lemme s’en
de´duit.
Proposition 8.2.5. — Supposons la fibre spe´ciale de J ′a connexe. Soit
κ : H1(Fv, Ja) → Qℓ
×
un caracte`re et κ : H1(k,Pv(J
′
a)) → Qℓ
×
le ca-
racte`re qui s’en de´duit. Le nombre de k-points avec la κ-ponde´ration de
[Mv(a)/Pv(J
′
a)] peut alors s’exprimer comme suit
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ = vol(J
′
a(Ov), dtv)O
κ
a(1gv , dtv).
ou` 1gv est la fonction caracte´ristique de g(Ov) et ou` dtv est n’importe
quelle mesure de Haar de Ja(Fv).
De´monstration. — Rappelons la description de la cate´gorie
[Mv(a)/Pv(J
′
a)](k).
Un objet de cette cate´gorie consiste en un couple x = (m, p) forme´ d’un
e´le´ment m ∈ Mv(a) et d’un e´le´ment p ∈ Pv(J
′
a) tels qu’on ait l’e´galite´
pσ(m) = m. Une fle`che de (m, p) dans (m′, p′) dans cette cate´gorie
consiste en un e´le´ment h ∈ Pv(J
′
a) tel que m
′ = hm et p′ = hpσ(h)−1.
Notons Pv(J
′
a)σ le groupe des classes de σ-conjugaison de Pv(J
′
a) et
H1(k,Pv(J
′
a)) le sous-groupe des cocycles continus. Pour chaque objet
x = (m, p) comme ci-dessus, on de´finit cl(x) ∈ Pv(J
′
a)σ la classe de σ-
conjugaison de p qui appartient en fait au sous-groupe
cl(x) ∈ H1(k,Pv(J
′
a)) = H
1(Fv, Ja).
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Soit γ0 l’image de a dans g par la section de Kostant. On a un isomor-
phisme canonique Ja = Iγ0 cf. 1.4.3 si bien que cl(x) peut aussi eˆtre vu
comme un e´le´ment de H1(Fv, Iγ0).
Lemme 8.2.6. — Pour tout objet x de [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k), la classe
cl(x) appartient au noyau de l’homomorphisme
H1(Fv, Iγ0)→ H
1(Fv, G).
De´monstration. — Soit x = (p,m) comme ci-dessus. Soient g ∈ G(F¯v)
un repre´sentant de m ∈ G(F¯v)/G(O¯v) et j ∈ Iγ0(F¯v) un repre´sentant de
p. L’e´galite´ pσ(m) = m implique que
g−1jσ(g) ∈ G(O¯v)
si bien que cet e´le´ment est σ-conjugue´ a` l’e´le´ment neutre dans G(F¯v).
Ainsi cl(x) ∈ H1(Fv, Iγ0) a une image triviale dans H
1(Fv, G).
Continuons la de´monstration de 8.2.5. Pour tout e´le´ment ξ dans le
noyau de H1(Fv, Iγ0)→ H
1(Fv, G), conside´rons la sous-cate´gorie
[Mv(a)/Pv(J
′
a)]ξ(k)
des objets de [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k) tels que cl(x) = ξ. Nous nous propo-
sons d’e´crire le nombre de classes d’isomorphisme de [Mv(a)/Pv(J
′
a)]ξ(k)
comme une inte´grale orbitale.
Fixons jξ ∈ Iγ0(F¯v) dans la classe de σ-conjugaison ξ. Soit (m, p)
un objet de [Mv(a)/Pv(J
′
a)]ξ(k). Puisque p est σ-conjugue´ a` jξ dans
Pv(J
′
a), il existe h ∈ Pv(J
′
a) tel que jξ = h
−1pσ(h). Alors (m, p) est
isomorphe a` (h−1m, jξ). Par conse´quent, la cate´gorie [Mv(a)/Pv(J
′
a)]ξ(k)
est e´quivalente a` la sous-cate´gorie pleine forme´e des objets de la forme
(m, jξ). Une fle`che (m, jξ) → (m
′, jξ) est un e´le´ment h ∈ Pv(J
′
a)(k) tel
que hm = m′. Puisque J ′a a des fibres connexes, on a
Pv(J
′
a)(k) = Ja(Fv)/J
′
a(Ov).
Soit (m, jξ) comme ci-dessus. Choisissons un repre´sentant g ∈ G(F¯v)
de m. On a alors g−1jξσ(g) ∈ G(O¯v). Comme tous les e´le´ments de G(O¯v)
sont σ-conjugue´s a` l’e´le´ment neutre, on peut choisir g avec m = gG(O¯v)
tel que
g−1jξσ(g) = 1.
Soient g, g′ ∈ G(F¯v) deux e´le´ments ve´rifiant l’e´quation ci-dessus et repre´-
sentant la meˆme classe m ∈ G(F¯v)/G(O¯v). Alors g
′ = gk avec k ∈
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G(Ov) si bien que l’image de g dans G(F¯v)/G(Ov) est bien de´termine´e
par (m, jξ).
Ainsi la cate´gorie [Mv(a)/Pv(J
′
a)]ξ(k) est e´quivalente a` la cate´gorie
Oξ dont les objets sont les e´le´ments g ∈ G(F¯v)/G(Ov) ve´rifiant deux
e´quations
(1) g−1jξσ(g) = 1
(2) ad(g)−1γ0 ∈ g(O¯v)
et dont les fle`ches g → g1 sont les e´le´ments h ∈ Ja(Fv)/J
′
a(Ov) tel que
g = hg1. Ici, pour faire agir h a` gauche, on a utilise´ l’isomorphisme
canonique Ja = Iγ0 .
Puisque l’image de ξ dans H1(Fv, G) est triviale, il existe gξ ∈ G(F¯v)
tel que g−1ξ jξσ(gξ) = 1. Fixons un tel Gξ et posons
γξ = ad(gξ)
−1γ0.
L’e´quation g−1ξ jξσ(gξ) = 1 implique que γξ ∈ G(Fv). La classe de G(Fv)-
conjugaison de γξ ne de´pend pas des choix de jξ et gξ mais seulement de
la classe ξ ∈ H1(Fv, Iγ0).
En posant g′ = g−1ξ g, la cate´gorie Oξ peut eˆtre de´crite comme suit. Ses
objets sont les e´le´ments g′ ∈ G(Fv)/G(Ov) ve´rifiant
ad(g′)−1(γξ) ∈ g(Ov).
Ses fle`ches g′ → g′1 sont les e´le´ments h ∈ Ja(Fv)/J
′
a(Ov) tel que g
′ = hg′1.
Ici, pour faire agir h a` gauche, on a utilise´ l’isomorphisme canonique
Ja = Iγξ ou` Iγξ est le centralisateur de γξ.
L’ensemble des classes d’isomorphisme de Oξ est donc l’ensemble des
double-classes
g′ ∈ Iγξ(Fv)\G(Fv)/G(Ov)
telles que ad(g′)−1γξ ∈ g(Ov). Le groupe des automorphismes de g
′ est le
groupe
(Iγξ(Fv) ∩ g
′G(Ov)g
′−1)/J ′a(Ov)
dont le cardinal peut eˆtre exprime´ en termes de volumes comme suit
vol(Iγξ(Fv) ∩ g
′G(Ov)g
′−1, dtv)
vol(J ′a(Ov), dtv)
.
On a donc
♯Oξ =
∑ vol(J ′a(Ov), dtv)
vol(Ja(Fv) ∩ g′G(Ov)g′
−1, dtv)
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la sommation e´tant e´tendue sur l’ensemble des doubles classes
g′ ∈ Iγξ(Fv)\G(Fv)/G(Ov)
telles que ad(g′)−1γξ ∈ g(Ov). On obtient donc la formule
♯ [Mv(a)/Pv(Ja)]ξ(k) = ♯ Oξ = vol(J
′
a(Ov), dt)Oγξ(1gv , dtv).
En sommant sur le noyau de H1(F, Iγ0)→ H
1(F,G), on obtient la formule
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ = vol(J
′
a(Ov), dtv)O
κ
a(1gv , dtv)
qu’on voulait.
On voudra e´ventuellement le meˆme type d’e´nonce´ pour les sche´mas en
groupes J ′a n’ayant pas ne´cessairement une fibre spe´ciale connexe et en
particulier pour Ja lui-meˆme. Le comptage direct du nombre de k-points
du quotient [Mv(a)/Pv(Ja)] s’ave`re tre`s pe´nible. Il est plus e´conomique
de passer par la comparaison avec le cas connexe. Nous allons e´noncer le
re´sultat seulement dans le cas de Ja bien qu’il est valide en ge´ne´ral.
Soit κ : H1(k,Pv(Ja))→ Qℓ
×
. En utilisant l’homomorphisme
H1(k, Pv(J
0
a))→ H
1(k,Pv(Ja)),
on obtient un caracte`re de H1(k,Pv(J
0
a)) et par conse´quent un caracte`re
de H1(Fv, Ja) que nous allons noter tous κ.
Proposition 8.2.7. — Conside´rons κ un caracte`re de H1(k,Pv(Ja)) et
notons κ : H1(Fv, Ja) → Qℓ
×
le caracte`re de H1(Fv, Ja) qui s’en de´duit.
Alors, le nombre de k-points avec la κ-ponde´ration de [Mv(a)/Pv(Ja)]
peut s’exprimer comme suit
♯ [Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = vol(J
0
a (Ov), dtv)O
κ
a(1gv , dtv).
ou` 1gv est la fonction caracte´ristique de g(Ov) et ou` dtv est n’importe
quelle mesure de Haar de Ja(Fv).
De plus, si κ : H1(Fv, Ja) → Qℓ
×
est un caracte`re qui ne provient pas
d’un caracte`re de H1(k,Pv(Ja)) alors la κ-inte´grale orbitale O
κ
a(1gv , dtv)
est nulle.
De´monstration. — Il s’agit d’une comparaison entre Pv(Ja) et le cas
connu Pv(J
0
a ). Il suffit de de´montrer l’e´galite´
♯ [Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = ♯ [Mv(a)/Pv(J
0
a )](k)κ
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dans le premier cas et l’annulation de [Mv(a)/Pv(J
0
a )](k)κ dans le second
cas. La de´monstration sera fonde´e sur le meˆme principe que 8.1.7 bien
que les de´tails sont plus complique´s dans le cas pre´sent.
On a une suite exacte
1→ π0(Ja,v)→ Pv(J
0
a)→ Pv(Ja)→ 1
ou` π0(Ja,v) est le groupe des composantes connexes de la fibre de Ja en
v. On en de´duit une suite exacte longue
1→ π0(Ja,v)
σ → Pv(J
0
a)
σ → Pv(Ja)
σ →(8.2.8)
π0(Ja,v)σ → Pv(J
0
a)σ → Pv(Ja)σ → 1(8.2.9)
ou` l’exposant σ de´signe un groupe des σ-invariants et l’indice σ de´signe
un groupe des σ-coinvariants.
Conside´rons le foncteur
π : [Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k)→ [Mv(Ja)/Pv(Ja)](k).
Il envoie un objet x′ = (m, p′) avec m ∈ Mv(a) et p
′ ∈ Pv(J
0
a) tel que
p′σ(m) = m sur l’objet x = (m, p) ou` p est l’image de p′ dans Pv(Ja).
Choisissons un ensemble de repre´sentants {xψ | ψ ∈ Ψ} des classes d’iso-
morphisme de [Mv(Ja)/Pv(Ja)](k).
Puisque l’homomorphisme Pv(J
0
a ) → Pv(Ja) est surjectif, cette sous-
cate´gorie de [Mv(Ja)/Pv(J
0
a )](k) est e´quivalente a` [Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k) si
bien que pour calculer les nombres ♯ [Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k)κ, il est loisible
de se restreindre a` cette sous-cate´gorie.
Pour tout ψ ∈ Ψ, conside´rons la sous-cate´gorie pleine
[Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k)xψ
de [Mv(Ja)/Pv(J
0
a )](k) forme´e des objets de la forme x
′
ψ = (mψ, p
′
ψ) avec
p′ψ 7→ pψ. Si ψ 6= ψ
′, deux objets x′ψ ∈ [Mv(Ja)/Pv(J
0
a )](k)xψ et x
′
ψ′ ∈
[Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k)xψ′ ne sont pas isomorphes. De plus pour tout x
′ ∈
[Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k) il existe ψ ∈ Ψ et x
′
ψ ∈ [Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k)xψ tels
que x′ et x′ψ sont isomorphes. Ainsi, la re´union disjointe des cate´gories⊔
ψ
[Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k)xψ
forment une sous-cate´gorie pleine de [Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k) qui lui est e´qui-
valente. Par conse´quent, pour compter les objets de [Mv(Ja)/Pv(J
0
a )](k),
on peut compter dans chaque [Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k)xψ et puis faire la
somme sur les ψ ∈ Ψ.
LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGE`BRES DE LIE 169
Fixons un xψ et notons le simplement x = (m, p). La cate´gorie
[Mv(Ja)/Pv(J
0
a )](k)x
n’est pas difficile a` de´crire. En fixant un objet x1 = (m, p1) avec p1 7→ p,
on identifie l’ensemble des objets de cette cate´gorie avec le groupe π0(Ja,v)
qui est le noyau de Pv(J
0
a )→ Pv(Ja). Une fle`che dans cette cate´gorie est
donne´e par un e´le´ment du groupe
H1 = {h1 ∈ Pv(J
0
a ) | hm = m et h1σ(h1)
−1 ∈ π0(Ja,v)}.
La cate´gorie [Mv(Ja)/Pv(J
0
a)]x est e´quivalente a` la cate´gorie quotient de
l’ensemble π0(Ja,v) par l’action de H1 avec H1 agissant a` travers l’homo-
morphisme α : H1 → π0(Ja,v) de´fini par α(h1) = h1σ(h1)
−1. L’ensemble
des classes d’isomorphisme de cette cate´gorie s’identifie avec le conoyau
cok(α) de α et le groupe des automorphismes de chaque objet s’identifie
avec le noyau ker(α). Ceci montre en particulier que H1 est un groupe
fini.
Soit κ un caracte`re de H1(k,Pv(J
0
a)). Ce groupe s’identifie canonique-
ment a` la partie torsion de Pv(J
0
a)σ. Conside´rons la restriction de κ a`
π0(Ja,v)σ et notons aussi κ le caracte`re π0(Ja,v) → Qℓ
×
qui s’en de´duit.
Ce caracte`re est certainement triviale sur l’image de α : H1 → π0(Ja,v)σ
si bien qu’il de´finit un cocaracte`re sur le conoyau κ : cok(α) → Qℓ
×
. La
somme ∑
x′
〈cl(x′), κ〉
♯Aut(x′)
= 0
sur l’ensemble des classes d’isomorphisme de la sous-cate´gorie pleine
[Mv(Ja)/Pv(J
0
a)]x est alors e´gale a`∑
z∈cok(α)
〈z, κ〉
♯ ker(α)
〈cl(x1), κ〉.
Si la restriction de κ a` π0(Ja,v) est non triviale alors cette somme est
nulle ce qui entraˆıne l’annulation
[Mv(a)/Pv(J
0
a)](k)κ = 0.
Supposons maintenant que la restriction de κ a` π0(Ja,v) est triviale.
Dans ce cas, κ se factorise par H1(k,Pv(Ja)) et la somme ci-dessus est
e´gale a`
♯ cok(α)
♯ ker(α)
〈cl(x), κ〉.
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Il reste a` calculer ♯ cok(α)/♯ ker(α). La suite exacte
1→ ker(α)→ H1 → π0(Ja,v)→ coker(α)→ 1
implique l’e´galite´
♯ cok(α)
♯ ker(α)
=
♯ π0(Ja,v)
♯H1
.
Soient h1 ∈ H1 et h son image dans Pv(Ja). On a alors hσ(h)
−1 = 1
de sorte que h ∈ Pv(Ja)
σ. Soit stab(m) le sous-groupe des e´le´ments de
Pv(Ja) qui stabilisent m. On a alors la suite exacte
1→ π0(Ja,v)→ H1 → Pv(Ja)
σ ∩ stab(m)→ 1
ou` Pv(Ja)
σ ∩ stab(m) est exactement le groupe des automorphismes de
Aur(x) dans la cate´gorie [Mv(Ja)/Pv(Ja)]. On a donc l’e´galite´
♯ π0(Ja,v)
♯H1
=
1
♯Aut(x)
qui implique l’e´galite´
♯ [Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = ♯ [Mv(a)/Pv(J
0
a )](k)κ
qu’on voulait.
En appliquant les re´sultats ge´ne´raux de 8.1 a` la situation pre´sente, on
obtient une interpre´tation cohomologique des inte´grales orbitales stables
et des κ-inte´grales orbitales. Prenons un sous-groupe sans torsion σ-stable
Λ de Pv(J
0
a ) comme dans 8.1.9. Ce sous-groupe existe en vertu de la
discussions qui suit 8.1.9 et du re´sultat de Kazhdan-Lusztig cf. 3.4.1. On
obtient le corollaire suivant de 8.1.13 et 8.2.5.
Corollaire 8.2.10. — Soit κ un caracte`re de H1(Fv, Ja). Soit J
♭,0
a la
composante neutre du mode`le de Ne´ron de Ja. Pour tout Λ comme ci-
dessus, on a l’e´galite´∑
n
(−1)ntr(σ,Hn([Mv(a)/Λ])κ) = vol(J
♭,0
a (Ov), dtv)O
κ
a(1gv , dtv).
De´monstration. — En mettant ensemble 8.1.13 et 8.2.5 on obtient la
formule ∑
n(−1)
ntr(σ,Hn([Mv(a)/Λ])κ)
= (♯P0v(J
0
a )(k))vol(J
0
a (Ov), dtv)O
κ
a(1gv , dtv).
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ou` ♯P0v(J
0
a )(k) est le nombre de k-points de la composante neutre de
Pv(J
0
a). Si J
♭,0
a est la composante neutre du mode`le de Ne´ron, on a un
homomorphisme J0a → J
♭,0
a qui induit une suite exacte
1→ J ♭,0a (O¯v)/J
0
a(O¯v)→ Pv(J
0
a )→ Pv(J
♭,0
a )→ 1
qui permet d’identifer la composante neutre P0v(J
0
a ) de Pv(J
0
a) avec le
k-groupe affine connexe dont les k¯-points sont J ♭,0a (O¯v)/J
0
a(O¯v). Puisque
J0a et J
♭,0
a sont des sche´mas en groupes de fibres connexes, on en de´duit
une suite exacte
1→ J0a (Ov)→ J
♭,0
a (Ov)→ P
0
v(J
0
a)(k)→ 1
d’ou` l’e´galite´
(♯P0v(J
0
a )(k))vol(J
0
a (Ov), dtv) = vol(J
♭,0
a (Ov), dtv)
pour n’importe quelle mesure de Haar dtv sur J(Fv). Le corollaire s’en
de´duit.
8.3. Un cas tre`s simple. — Soit v un point ferme´ de X . Notons kv le
corps re´siduel de v. Choisissons un point ge´ome´trique v¯ au-dessus de v.
Notons Xv = Spec(Ov) la comple´tion de X en v et X
•
v = Spec(Fv) ou` Fv
est le corps des fractions de Ov. Choisissons un uniformisant ǫv. Dans ce
paragraphe, nous notons G la restriction de G a` Xv et G
• la restriction
de G a` X•v .
8.3.1. — Soit a ∈ c(Ov) dont l’image dans c(Fv) est re´gulie`re et semi-
simple. Soit dv(a) = degv(a
∗DG) ∈ N. Nous allons supposer que
dv(a) = 2 et cv(a) = 0.
D’apre`s la formule de Bezrukavnikov cf. 3.7.5, la dimension de la fibre de
Springer affine Mv(a) est alors e´gale a` un. On va montrer qu’au-dessus
de k¯, cette fibre de Springer affine est une re´union disjointe des copies de
la chaˆıne infinie des droites projectives.
8.3.2. — Soit γ0 = ǫ(a) ∈ g(Fv) la section de Kostant applique´e a` a.
Son centralisateur T • = Iγ0 est un sous-tore maximal de G
•. L’hypothe`se
cv(a) = 0 implique que T
• est un sous-tore non ramifie´ c’est-a`-dire qu’il
s’e´tend en un sous-tore maximal T de G. Soit Φ l’ensemble des racines de
T¯ = T ⊗Ov O¯v¯. On a alors la fonction de valuation radicielles de Goresky,
Kottwitz et MacPherson cf. [26]
ra : Φ→ N
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de´fini par ra(α) = val(α(γ0)) ou` on a pris la valuation sur F¯v¯ qui e´tend
la valuation sur Fv. On a alors
dv(a) =
∑
α∈Φ
rα(γ0).
Il existe donc une unique paire de racines ±α tel que r±α(γ0) = 1 et
rα′(γ0) = 0 pour toute racine α
′ /∈ {±α}.
8.3.3. — Le groupe de Galois Gal(k¯/kv) agit sur Φ en laissant invariant
la fonction ra(α) de sorte qu’il laisse stable le couple {±α}. Soit G¯±α le
sous-groupe de G¯ = G ⊗Ov O¯v¯ engendre´ par T¯ et par les sous-groupes
radiciels Uα et U−α. L’action du groupe de Galois de Gal(k¯/kv) sur T¯
laissant stable {±α} permet de descendre G¯±α en un sous-sche´ma en
groupes re´ductifs G±α de GOv . Le centre Z±α de G±α qui s’identifie au
noyau de α : T → Gm est aussi de´fini sur Ov. Soit A±α = T/Z±α ; c’est
un tore de dimension un sur Xv.
Proposition 8.3.4. — On a un homomorphisme canonique Ja → T
dont l’image au niveau des O¯v¯-points est le noyau de l’homomorphisme
compose´ de la re´duction modulo l’ide´al maximal T (O¯v¯) → T (k¯) et la
racine α : T (k¯)→ Gm(k¯).
On en de´duit la description suivante de Pv(Ja).
Corollaire 8.3.5. — On a une suite exacte de groupes abe´liens avec
l’action d’endomorphisme de Frobenius σ
1→ A±α(k¯)→ Pv¯(Ja)(k¯)→ X∗(T )→ 1
ou` X∗(T ) est le groupe des cocaracte`res du tore T au-dessus de O¯v¯.
De´monstration. — On de´duit de la suite exacte
1→ Ja(O¯v¯)→ T (O¯v¯)→ A±α(k¯)→ 1
la suite exacte
1→ A±α(k¯)→ Ja(F¯v¯)/Ja(O¯v¯)→ T (F¯v)/T (O¯v)→ 1.
On a par ailleurs un isomorphisme
T (F¯v)/T (O¯v) = X∗(T )
qui se de´duit de l’homomorphisme X∗(T ) → T (F¯v) de´fini par λ 7→ ǫ
λ
v
d’ou` le corollaire.
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Lemme 8.3.6. — Les k¯-points de la fibre de Springer affine
Mv¯(a)(k¯) = {g ∈ G(F¯v¯)/G(O¯v¯)|ad(g)
−1(γ0) ∈ g(O¯v¯)}
s’e´crivent de fac¸on unique sous la forme
g = ǫλvUα(xǫ
−1
v )
avec λ ∈ X∗(T ) et x ∈ k¯.
De´monstration. — Avec la de´composition d’Iwasawa, pour tout e´le´ment
g ∈ G(F¯v¯)/G(O¯v¯), il existe uniques λ ∈ X∗(T ) et u ∈ U(F¯v¯)/U(O¯v¯) tels
que
g = ǫλvu.
Comme Tv¯ commute avec γ0, le plongement
Mv¯(a)→ Gv¯ = G(F¯v¯)/G(O¯v¯)
est Tv¯-e´quivariant. L’action de Tv¯ sur Mv(a) se factorise par
Tv¯ → T (F¯v¯)→ Pv(Ja) = T (F¯v¯)/Ja(O¯v¯)
de sorte qu’il se factorise par le tore de dimension un
Tv¯ → A±α,v¯.
Il s’ensuit que si on e´crit g ∈Mv(a)(k¯) sous la forme g = ǫ
λ
vu, u doit eˆtre
de la forme u = Uα(y) avec y ∈ F¯v¯/O¯v¯ uniquement de´termine´. Un calcul
dans SL2 cf. [24, lemme 6.2] montre alors qu’avec l’hypothe`se r±α(a) = 1,
y s’e´crit uniquement sous la forme y = xǫ−1v avec x ∈ k¯ et inversement
les e´le´ments g de a forme g = ǫλvUα(xǫ
−1
v ) appartiennent a` Mv¯(a)(k¯).
Lemme 8.3.7. — Les points fixes du tore de dimension un A±α,v¯ dans
Mv¯ sont ǫ
λ
v . Pour λ ∈ X∗(T ) fixe´, A±α,v¯ agit simplement transitivement
sur
Oλ = {ǫ
λ
vUα(xǫ
−1
v ) ∈Mv(a)(k¯)|x ∈ k¯
×}.
De plus le bord de l’adhe´rence de cette orbite est constitue´ de ǫλv et ǫ
λ−α∨
v
ou` α∨ est la coracine associe´e a` la racine α.
De´monstration. — Un calcul direct montre que les ǫλv sont fixes sous
l’action de A±α,v¯ et que A±α,v¯ agit simplement transitivement sur Oλ.
Ceci montre que l’ensemble des points fixes de A±α,v¯ est exactement
{ǫλv |λ ∈ X∗(T )}. Quand x → 0, ǫ
λ
vUα(xǫ
−1
v ) tend vers ǫ
λ
v de sorte que ǫ
λ
v
appartient a` l’adhe´rence de Oλ.
Il reste a` de´montrer que quand x → ∞, ǫλvUα(xǫ
−1
v ) tend vers ǫ
λ−α∨
v
Il revient au meˆme de de´montrer que Uα(xǫ
−1
v ) tend vers ǫ
−α∨
v quand
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x → ∞. Il s’agit d’un calcul bien connu dans la Grassmannienne affine
qui de´coule de la relation de Steinberg dans G(F¯v¯) cf. [73, chap. 3, lemme
19]
y−α
∨
wα = U−α(y)Uα(−y
−1)Uα(y)
qui vaut pour tout y ∈ F¯v¯, pour toute racine α et pour un repre´sentant
wα de la re´flexion sα ∈ W attache´e a` la racine α inde´pendant de y et qui
en particulier appartient a` G(k¯). En prenant y = −x−1ǫv avec x ∈ k¯
×,
on obtient la relation suivante dans G(F¯v¯)/G(O¯v¯)
Uα(xǫ
−1
v ) = ǫ
−α∨
v U−α(−x
−1ǫ−1v ).
En faisant tendre x vers∞, on constate que Uα(xǫ
−1
v ) tend vers ǫ
−α∨
v .
Proposition 8.3.8. — Soit κ ∈ Tˆ σ un e´le´ment de torsion tel que
κ(α∨) 6= 1.
Alors, on a la formule
[Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = ♯ A±α(kv)
−1qdeg(v).
De´monstration. — La fibre de Springer affine Mv(a) s’obtient comme la
restriction des scalaires kv/k d’une fibre de Springer affine de´finie sur kv.
Il en est de meˆme de Pv(Ja) et du quotient [Mv(a)/Pv(Ja)]. On peut donc
supposer que kv = k.
NotonsA = A±α,v qui est un tore de dimension un sur k. Conside´rons le
sous-groupe σ-invariant deX∗(T ) engendre´ par α
∨ et conside´rons l’image
re´ciproque de la suite exacte
1→ A→ Pv(Ja)→ X∗(T )→ 1
par l’homomorphisme Zα∨ → X∗(T ). C’est un groupe alge´brique P de´fini
sur k muni d’une suite exacte
1→ A→ P → Zα∨ → 1
et un homomorphisme injectif P → Pv(Ja) qui induit l’identite´ sur la
composante neutre A.
Dans la fibre de Springer affineMv(a), on dispose d’un k-pointm donne´
par la section de Kostant. D’apre`s la description ci-dessus de Mv(a)⊗k k¯,
la composante connexe M de Mv(a)⊗k k¯ est une chaˆıne infinie de droites
projectives munie d’une action de P ⊗k k¯ qui est simplement transitive
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sur la M reg. Comme M contient le k-point m, il est de´fini sur k. On
retrouve Mv(Ja) a` partir de M par l’induction de P dans Pv(Ja)
Mv(a) =M ∧
P Pv(Ja).
En particulier, on a une e´quivalence de cate´gories
[Mv(a)/Pv(Ja)] = [M/P ].
On se rame`ne donc a` l’exercice de comptage de points de´ja` re´solu dans
l’exemple 8.1.15.
8.4. Comptage dans une fibre de Hitchin anisotrope. — Rappe-
lons le comptage de points dans une fibre de HitchinMa avec a ∈M
ani
a (k)
en suivant le paragraphe 9 de [55]. Dans loc. cit., nous avons conside´rer
le quotient de Ma par Pa. Il est en fait plus commode et pas plus one´reux
de conside´rer un quotient plus ge´ne´ral.
8.4.1. — Soit J ′a un X-sche´ma en groupes lisse commutatif de type fini
muni d’un homomorphisme J ′a → Ja qui un isomorphisme sur un ouvert
non-vide U de X . La donne´e de J ′a est e´quivalente a` la donne´e des sous-
groupes ouverts compacts J ′a(Ov) ⊂ Ja(Ov) pour les points v ∈ |X − U |.
Notons P′a = P(J
′
a) le classifiant des J
′
a-torseurs sur X . On a alors un
homomorphisme P′a → Pa qui induit une action de P
′
a sur Ma. Pour J
′
a
assez petit au sens ou` les sous-groupes ouverts compacts J ′a(Ov) soient
assez petit, H0(X¯, J ′a) est trivial et de sorte que P
′
a est repre´sentable par
un groupe alge´brique localement de type fini sur k. Pour le comptage,
il sera commode de supposer que les fibres de J ′a sont toutes connexes.
Conside´rons la cate´gorie quotient [Ma/P
′
a].
Le comptage des k-points de Ma est fonde´ sur la forme suivante de la
formule de produit cf. 4.13.1 et [55, the´ore`me 4.6].
Proposition 8.4.2. — Soit U = a−1(crsD) l’image inverse du lieu semi-
simple re´gulier de cD. On a une e´quivalence de cate´gories
[Ma/P
′
a] =
∏
v∈X−U
[Mv(a)/Pv(J
′
a)]
compatible a` l’action de σ ∈ Gal(k¯/k). En particulier, on a une e´quiva-
lence entre les cate´gories des k-points
[Ma/P
′
a](k) =
∏
v∈|X−U |
[Mv(a)/Pv(J
′
a)](k).
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Soit (P′a)
0 la composante neutre de P′a. Puisque a ∈ A
ani(k), le groupe
des composantes connexes π0(Pa) est un groupe fini muni d’une action
de l’e´le´ment de Frobenius σ ∈ Gal(k¯/k).
Proposition 8.4.3. — Supposons que les fibres de J ′a sont connexes.
Pour tout caracte`re σ-invariant de π0(Pa)
κ : π0(Pa)σ → Qℓ
×
,
on a
♯ [Ma/P
′
a](k)κ =
∏
v∈|X−U |
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ.
De´monstration. — Pour tout point ferme´ v de X dans le comple´mentaire
de l’ouvert U = a−a(crsD), l’homomorphisme compose´
Pv(J
′
a)→ P
′
a → π0(P
′
a)
se factorise par π0(Pv(J
′
a)). L’homomorphisme κ : π0(P
′
a)σ → Qℓ
×
de´finit
donc un homomorphisme κ : π0(Pv(J
′
a))σ → Qℓ
×
.
Dans 8.4.2, si un point y ∈ [Ma/P
′
a](k) correspond a` une collection de
points yv ∈ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k) pour v ∈ |X − U |, alors on a la formule
〈cl(y), κ〉 =
∏
v∈|X−U |
〈cl(yv), κ〉.
Par conse´quent, on a la factorisation
♯ [Ma/P
′
a](k)κ =
∏
v∈|X−U |
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ
d’ou` la proposition.
La conjonction avec 8.1.6 donne le corollaire suivant.
Corollaire 8.4.4. — Pour tout caracte`re κ : π0(Pa)σ → Qℓ
×
, on a∑
n
(−1)ntr(σ,Hn(Ma)κ) = ♯ (P
′
a)
0(k)
∏
v∈|X−U |
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ
ou` Hn(Ma)κ est le sous-espace propre de H
n(Ma) ou` le groupe π0(Pa) agit
a` travers le caracte`re κ.
8.4.5. — Pour exprimer les nombres ♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ en termes
d’inte´grales orbitales locales, faisons les choix suivants :
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– en toute place v ∈ |X − U |, choisissons une trivialisation du fibre´
inversible D′|Xv ,
– en toute place v ∈ |X − U |, choisissons une mesure de Haar dtv du
tore Ja(Fv).
Ces choix nous permettent :
– d’identifier la restriction de a a` Xv avec un e´le´ment av ∈ c(Ov) ∩
crs(Fv),
– d’identifier les sche´mas en groupes Ja et Jav ce qui munit une mesure
de Haar dtv a` Jav(Fv),
– d’identifier la fibre de Springer affine Mv(a) munie de l’action de
Pv(Ja) avec la fibre de Springer affine Mv(av) munie de l’action de
Pv(Jav).
Avec ces choix faits, on peut exprimer les nombres ♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ
en termes de κ-inte´grales orbitales cf. 8.2.5
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ = vol(J
′
a(Ov), dtv)O
κ
av(1gv , dtv).
On obtient alors la formule∑
n
(−1)ntr(σ,Hn(Ma)κ) = (P
′
a)
0(k)
∏
v∈|X−U |
vol(J ′a(Ov), dtv)O
κ
av(1gv , dtv).
8.5. Stabilisation sur A˜aniH −A˜
bad
H . — On est en position de de´montrer
le the´ore`me 6.4.3 sur l’ouvert A˜goodH = A˜
ani
H − A˜
bad
H . Ici A˜
bad
H est le sous-
sche´ma ferme´ de A˜aniH de´fini dans 7.6.4.
De´monstration. — D’apre`s le the´ore`me du support 7.6.6, sur A˜goodH , les
faisceaux pervers purs
Knκ = ν˜
∗ pHn(f˜ ani∗ Qℓ)κ et K
n
H,st =
pHn+2r
G
H(D)(f˜ aniH,∗Qℓ)st(−r
G
H(D))
sont les prolongement de leurs restrictions a` n’importe quel ouvert non-
vide U˜ de A˜goodH . Pour de´montrer que K
n et KnH sont isomorphes sur
A˜
good
H ⊗k k¯ et sont isomorphes apre`s semi-simplification sur A˜
good
H , il suffit
de le faire sur n’importe quel ouvert dense U˜ de A˜goodH . On va construire
un bon ouvert U˜ comme suit.
Rappelons qu’on a une e´galite´ de diviseurs cf. 1.10.3
ν∗DG,D = DH,D + 2R
G
H,D
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sur cH,D. De plus, on sait que DH,D et R
G
H,D sont des diviseurs re´duits
de cH,D e´trangers de sorte que la re´union
DH,D +R
G
H,D
est aussi un diviseur re´duit.
Lemme 8.5.1. — Supposons que deg(D) > 2g. Alors, l’ensemble des
aH ∈ AH(k¯) tel que aH(X¯) coupe transversalement DH,D +R
G
H,D forme
un ouvert non vide U de AH .
De´monstration. — La de´monstration est identique a` la de´monstration
de 4.6.1.
8.5.2. — Conside´rons l’image re´ciproque U˜ de U dans A˜. En rapetis-
sant cet ouvert si ne´cessaire, on peut supposer que U˜ ⊂ A˜good. En le
rapetissant encore si ne´cessaire, on peut supposer que pour tout n ∈ Z,
les restrictions
Lnκ = K
n
κ |U˜ et L
n
H,st = K
n
H,st|U˜
sont des syste`mes locaux purs de poids n sur U˜.
8.5.3. — Il suffit en fait de de´montrer que pour toute extension finie k′
de k, pour tout k′-point a˜H ∈ U˜(k
′) d’image a˜ ∈ A˜(k′), on a l’e´galite´ des
traces
(8.5.4)
∑
n
(−1)ntr(σk′ , (L
n
κ)a˜) =
∑
n
(−1)ntr(σk′ , (L
n
H,st)a˜H ).
En effet, on a alors l’e´galite´∑
n
(−1)ntr(σjk′, (L
n
κ)a˜) =
∑
n
(−1)ntr(σjk′, (L
n
H,st)a˜H ).
pour tout entier naturel j en conside´rant a˜H comme un point a` valeurs
dans l’extension de degre´ j de k′. De plus, comme les valeurs propres
de σk′ dans (L
n
κ)a˜ et (L
n
H,st)a˜H sont toutes de valeur absolue q
n deg(k′/k)/2,
ces e´galite´s impliquent que pour toute extension finie k′ de k, pour tout
a˜H ∈ U˜(k
′) d’image a˜ ∈ A˜ et pour tout n, on a
tr(σk′, (L
n
κ)a˜) = tr(σk′, (L
n
H,st)a˜H ).
D’apre`s le the´ore`me de Chebotarev, ceci implique que Lnκ et L
n
H,st sont
isomorphes apre`s la semi-simplification.
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8.5.5. — De´montrons maintenant la formule (8.5.4). Pour tout point
a˜H ∈ U˜(k
′), on peut calculer directement les deux membres de cette
formule et ensuite les comparer. En remplac¸ant k par k′ et X par X⊗kk
′,
on peut supposer que a˜H est un k-point de U˜.
8.5.6. — Soit aH ∈ AH(k) l’image de a˜H . Soit a l’image de aH dans
A(k). D’apre`s 2.5.1, on a un homomorphisme canonique
Ja → JH,aH
qui est un isomorphisme au-dessus de l’ouvert U = a−1(crsD). Choisis-
sons un sche´ma en groupes J ′a lisse commutatif de fibres connexes muni
d’un homomorphisme J ′a → Ja qui est ge´ne´riquement un isomorphisme.
Soit P′a le champ classifiant des J
′
a-torseurs sur X . En rapetissant J
′
a si
ne´cessaire, on peut supposer que H0(X¯, J ′a) trivial dans quel cas P
′
a est
un groupe alge´brique de type fini. On a des homomorphismes naturels
P′a → Pa et P
′
a → PH,aH qui induit une action de P
′
a sur Ma et MH,aH .
On peut calculer les deux membres dans la formule 8.5.4 en conside´rant
les quotients [Ma/P
′
a] et [MH,aH/P
′
a]. D’apre`s 8.4.4, le membre de gauche
de 8.5.4 vaut
(P′a)
0(k)
∏
v∈|X−U |
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ
alors que le membre de droite vaut
qr
G
H(D)(P′a)
0(k)
∏
v∈|X−U |
♯ [MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k).
Comme
rGH(D) =
∑
v
deg(v)rGH,v(aH)
ou` rGH,v(aH) est le degre´ du diviseur a
∗
HR
G
H,D en v, il suffit de de´montrer
l’e´nonce´ suivant qui est un cas particulie`rement simple du lemme fon-
damental de Langlands-Shelstad 1.11.1. Notons que ce cas particulier
du lemme fondamental est essentiellement contenu dans l’article [46] de
Labesse et Langlands sur SL(2) et a e´te´ repris d’un point de vue plus
ge´ome´trique dans [24] par Goresky, Kottwitz et MacPherson.
Lemme 8.5.7. — Soit a˜H ∈ A˜H(k). Soit v un place de X au-dessus
duquel aH(X¯v) ne coupe pas ou coupe transversalement le diviseur DH,D+
RGH,D. On a l’e´galite´ entre les nombres
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ = q
deg(v)rGH,v(aH )♯ [MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k)
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qui sont des nombres non nuls.
De´monstration. — Soit v¯ un point ge´ome´trique au-dessus de v. Comme
aH(X¯v) coupe transversalement DH,D+R
G
H,D, il y a trois possibilite´s pour
les entiers dH,v¯(aH), dv¯(a) et r
G
H,v(aH) :
(1) si aH(v¯) /∈ DH,D ∪R
G
H,D, alors
dH,v¯(aH) = 0, dv¯(a) = 0 et r
G
H,v(aH) = 0,
(2) si aH(v¯) ∈ DH,D alors aH(v¯) /∈ R
G
H,D et on a
dH,v¯(aH) = 1, dv¯(a) = 1 et r
G
H,v(aH) = 0,
(3) si aH(v¯) ∈ R
G
H,D alors aH(v¯) /∈ DH,D et on a
dH,v¯(aH) = 0, dv¯(a) = 2 et r
G
H,v(aH) = 1.
8.5.8. — Dans les deux premiers cas, la formule de Bezrukavnikov 3.7.5
montre que δH,v¯(aH) = δv¯(a) = 0 de sorte que les fibres de Springer af-
finesMH,v(aH) etMv(a) sont toutes les deux de dimension ze´ro. Il s’ensuit
que Pv(Ja) agit simplement transitivement sur Mv(a) et Pv(JH,aH ) agit
simplement transitivement sur MH,v(aH) cf. 3.7.2. Choisissons une tri-
vialisation de D′ au-dessus de Xv comme dans 8.4.5 pour pouvoir e´crire
agre´ablement les inte´grales orbitales. En particulier aH et a de´finissent
des e´le´ments aH,v ∈ cH(Ov) et av ∈ c(Ov). En conjonction avec 8.2.7, on
en de´duit la formule
1 = [MH,v(aH)/Pv(JH,aH )](k) = vol(J
0
H,aH
(Ov), dtv)SOaH,v(1hv , dtv)
En comparant avec la formule 8.2.5
♯ [MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k) = vol(J
′
a(Ov), dtv)SOaH,v(1hv , dtv)
on obtient
♯ [MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k) =
vol(J ′a(Ov), dtv)
vol(J0H,aH (Ov), dtv)
.
En remarquant que Mv(a) est donne´ avec un k-point par la section de
Kostant, on a aussi
♯ [Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = 1.
Le meˆme raisonnement comme ci-dessus implique alors
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ =
vol(J ′a(Ov), dtv)
vol(J0a(Ov), dtv)
.
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Il reste a` remarquer que dans les deux premiers cas, l’homomorphisme
Ja → JH,aH induit un isomorphisme sur les composantes neutres J
0
a →
J0H,aH et on obtient l’e´galite´
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ = ♯ [MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k)
qu’on voulait.
8.5.9. — Conside´rons maintenant le troisie`me cas ou` aH(Xv) coupe
transversalement RGH,D et n’intersecte pas cH,D. On a dans ce cas dH,v¯(aH)
est nul de sorte aue
δH,v¯(aH) = 0 et cH,v¯(aH) = 0.
Comme δH,v¯(aH) = 0, la fibre de Springer affine MH,v(aH) est de dimen-
sion ze´ro. D’apre`s 3.7.2, Pv(JH,aH ) agit simplement transitivement sur
MH,v(aH) de sorte qu’on a encore
♯ [MH,v(aH)/Pv(JH,aH )](k) = 1.
Le meˆme raisonnement comme ci-dessus montre que
♯ [MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k) =
vol(J ′a(Ov), dtv)
vol(J0H,aH (Ov), dtv)
.
Notons que comme aH(Xv) n’intersecte pas cH,D, JH,aH est un tore et en
particulier JH,aH = J
0
H,aH
.
Comme l’invariant cv¯(a) ne de´pend que de la fibre ge´ne´rique de Ja|Xv ,
on a
cv¯(a) = cH,v¯(aH) = 0.
Ceci implique que la fibre de Springer affine Mv¯(a) est de dimension
δv¯(a) =
dv¯(a)− cv¯(a)
2
= 1.
On est donc exactement dans la situation de 8.3. En appliquant la formule
8.3.8 tout en notant que l’hypothe`se κ(α∨) 6= 1 est bien ve´rifie´e ici, on
obtient la formule
[Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = ♯ A±α(kv)q
deg(v)
ou` A±α est le tore de dimension un sur kv de´fini par
A±α(k¯) = JH,aH (Ov¯)/Ja(Ov¯).
En appliquant la formule 8.2.7, on trouve
Oκa(1gv , dtv) =
qdeg(v)
♯ A±α(kv)vol(J0a (Ov), dtv)
.
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On peut aussi ve´rifier la formule
♯ A±α(kv)vol(J
0
a (Ov), dtv) = vol(J
0
H,aH
(Ov), dtv)
qui implique
[Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ =
qdeg(v)vol(J ′a(Ov, dtv))
vol(J0H,aH (Ov), dtv)
.
On obtient donc l’e´galite´
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ = q
deg(v)♯ [MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k)
qu’on voulait.
Ceci termine la de´monstration de 8.5.7.
8.6. Le lemme fondamental de Langlands-Shelstad. — On est
maintenant en mesure de de´montrer le lemme fondamental de Langlands
et Shelstad 1.11.1.
De´monstration. — Soient Xv = Spec(Ov) avec Ov = k[[ǫv]] et X
•
v =
Spec(Fv) avec Fv = k((ǫv)). Soit Gv un groupe re´ductif sur Xv forme
quasi-de´ploye´e de G donne´e par un Out(G)-torseur ρG,v sur Xv. Soit
(κ, ρκ,v) une donne´e endoscopique elliptique cf. 1.8. Soit Hv le groupe
endoscopique associe´. Soit aH ∈ cH(Ov) d’image a ∈ c(Ov) ∩ c
rs(Fv).
8.6.1. — Si le centre de Gv contient un tore de´ploye´ C, C est aussi
contenu dans le centre de Hv. En remplac¸ant Gv par Gv/C et Hv par
Hv/C, la κ-inte´grale orbitale et l’inte´grale orbitale stable envisage´es ne
changent pas de sorte qu’on peut supposer que le centre de Gv ne contient
pas de tore de´ploye´.
Si le centre de Hv contient un tore de´ploye´ C, C est naturellement
inclus dans le tore Iγ0 ou` γ0 = ǫ(a). Le centralisateur Mv de C dans Gv
est un sous-groupe de Levi de Gv. Par la formule de descente, on peut
remplacer la κ-inte´grales orbitales dans Gv par une κ-inte´grale orbitale
dans Mv. Le centre de Mv contient maintenant un tore de´ploye´ et on
se rame`ne a` la situation discute´e ci-dessus. Apre`s un nombre fini de ces
re´ductions, on peut supposer que les centres de Gv et Hv ne contiennent
pas de tores de´ploye´s.
8.6.2. — SoitMH,v(aH) etMv(a) les fibres de Springer affines associe´es.
D’apre`s 3.5, il existe un entier naturel N tel que pour toute extension
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finie k′ de k, pour tout a′H ∈ cH(Ov ⊗k k
′) tel que
aH ≡ a
′
H mod ǫ
N
v
alors
– a′H a une image a
′ ∈ c(Ov ⊗k k
′) ∩ crs(Fv ⊗k k
′) ;
– les fibres de Springer affines MH,v(aH)⊗k k
′ et MH,v(a
′
H) munies de
l’action de Pv(JH,aH )⊗k k
′ et Pv(JH,a′H ) respectivement, sont isomorphes ;
– les fibres de Springer affines Mv(a)⊗k k
′ etMv(a
′) munies de l’action
de Pv(Ja) et Pv(Ja′) respectivement, sont isomorphes.
Notons δH(aH) la dimension de la fibre de Springer affine MH,v(aH).
8.6.3. — Il existe une courbe projective lisse ge´ome´triquement connexe
X sur k muni des donne´es suivantes :
– deux k-points distincts note´s v et ∞,
– un isomorphisme entre la comple´tion de X en v avec le sche´ma Xv
ci-dessus,
– un π0(κ)-torseur ρκ sur X muni d’une trivialisation α∞ au-dessus de
∞ et d’un isomorphisme αv avec ρκ,v au-dessus de Xv.
Soient G et H les X-sche´mas en groupes associe´s comme dans 1.8. Avec
la donne´e de αv, les restrictions de G et H a` Xv sont canoniquement
isomorphes a` Gv et Hv. Les centres de Gv et Hv ne contenant par de
tores de´ploye´s, il en est de meˆme de G et H . Avec la donne´e de α∞, on
a un homomorphisme
ρ•κ : π1(X,∞) = π1(X,∞)⋊Gal(k¯/k)→ π0(κ)
trivial sur le facteur Gal(k¯/k). Par conse´quent, le sous-groupe π1(X,∞)
a la meˆme image dans π0(κ) que π1(X,∞). Il s’ensuit que sur X, les
centres de G et H ne contiennent pas de tores de´ploye´s.
8.6.4. — On choisit maintenant un fibre´ inversible D sur X ve´rifiant les
hypothe`ses suivantes
– il existe un fibre´ inversible D′ sur X avec D = D′⊗2,
– une section globale de D′ non nulle en v,
– deg(D) > rN + 2g ou` r est le rang de G et g est le genre de X ,
– δH(aH) est plus petit que l’entier δ
bad
H (D) de´fini dans 7.6.4.
D’apre`s 5.4.2, l’entier δbadH tend vers ∞ lors que deg(D) → ∞ de sorte
que pour deg(D) assez grand la dernie`re hypothe`se est re´alise´e.
184 NGOˆ BAO CHAˆU
8.6.5. — Conside´rons les fibrations de Hitchin associe´es a` la courbe X ,
au fibre´ inversible D et aux groupes G et H respectivement
f : M→ A et fH : MH → AH .
L’hypothe`se que le centre G et H ne contient pas de tores de´ploye´s sur
X et l’hypothe`se deg(D) > 2g assurent que les ouverts anisotropes Aani
et AaniH ne sont pas vides.
8.6.6. — Avec l’hypothe`se deg(D) > rN + 2g, l’application de restric-
tion des section globales a` Spec(Ov/ǫ
N
v )
H0(X, cH,D)→ cH(Ov/ǫ
N
v )
est une application line´aire surjective. Soit Z le sous-espace affine de
H0(X, cH,D) des e´le´ments ayant la meˆme image dans cH(Ov/ǫ
N
v ) que aH .
C’est un sous-sche´ma ferme´ de codimension rN de AH . Par le meˆme rai-
sonnement que dans 4.6.1, on peut montrer que l’ouvert Z ′ de Z constitue´
des points a′H ∈ Z
′(k¯) tels que la courbe a′H(X¯ − {v}) coupe le divi-
seur DH,D +R
G
H,D transversalement, est un ouvert non vide. Comme le
comple´ment de AaniH dans AH est un ferme´ de codimension plus grande
ou e´gale a` deg(D) cf. 6.5, Z ′ ∩AaniH 6= ∅. En remplac¸ant Z
′ par Z ′ ∩AaniH ,
on peut supposer que Z ′ ⊂ AaniH . Pour tout a
′
H ∈ Z
′(k¯), l’invariant
δH(a
′) = δH(aH) de sorte qu’on a Z
′ ⊂ AgoodH ou` on dispose du the´ore`me
de stabilisation cf. 8.5.
Soit Z˜ ′ l’image re´ciproque de Z ′ dans A˜goodH . Comme Z˜
′ est un sche´ma
de dimension positive, il existe un entier m tel que pour toute extension
k′/k de degre´ plus grand ou e´gal a` m, l’ensemble Z˜ ′(k′) 6= ∅. Soit a˜′H ∈
Z ′(k′) au-dessus de a′H ∈ Z(k
′). Soient a˜′ l’image de a˜′H dans A˜ et a
′
l’image de a′H dans A.
8.6.7. — La conjonction de la partie du the´ore`me de stabilisation 6.4.3
de´montre´e sur l’ouvert A˜goodH avec la formule 8.4.4 nous donne l’e´galite´
♯ (P′a′)
0(k′)
∏
v′∈|(X−U)⊗kk′|
♯ [MH,v′(a
′
H)/Pv′(J
′
a′)](k
′)κ
= qr(a
′
H ) deg(k
′/k)♯ (P′a′)
0(k′)
∏
v′∈|(X−U)⊗kk′|
♯ [Mv′(a
′
H)/Pv′(J
′
a′)](k
′)
avec un choix d’un sche´ma en groupes J ′a′ lisse commutatif de fibre
connexe muni d’un homomorphisme
J ′a′ → Ja′ → JH,a′H
comme dans 8.4.1. Il sera commode de choisir J ′a′ = J
0
a′ au-dessus de Xv.
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8.6.8. — Puisque a˜′H ∈ U˜(k
′), on peut appliquer 8.5.7 a` toutes les places
v′ 6= v. En retranchant les e´galite´s en ces places, on trouve une e´galite´ en
la place v du de´part
♯ [MH,v(a
′
H)/Pv(J
0
a′)](k
′)κ = q
rv(a′H ) deg(k
′/k)♯ [Mv(a
′
H)/Pv(J
0
a′)](k
′).
Comme on sait que la fibre de Springer affineMv(a)⊗kk
′ muni de l’action
de Pv(Ja)⊗k k
′ est isomorphe a` Mv(a
′) muni de l’action de Pv(Ja′) et la
meˆme chose pour le groupe H , on en de´duit l’e´galite´
♯ [MH,v(aH)/Pv(J
0
a)](k
′)κ = q
rGH,v(aH ) deg(k
′/k)♯ [Mv(aH)/Pv(J
0
a )](k
′).
pour toute extension k′ de k de degre´ plus grand que m. En appliquant
8.1.14, on obtient l’e´galite´
♯ [MH,v(aH)/Pv(J
0
a )](k)κ = q
rGH,v(aH )♯ [Mv(aH)/Pv(J
0
a)](k).
En appliquant la formule 8.2.5, on obtient maintenant l’e´galite´
Oκa(1gv , dtv) = q
rGH,v(aH )SOaH (1hv , dtv)
qu’on voulait.
Ceci termine la de´monstration de la conjecture de Langlands-Sheldstad
1.11.1.
8.7. Stabilisation sur A˜ani. — En renversant une nouvelle fois le pro-
cessus local-global, on peut maintenant comple´ter la de´monstration de
6.4.3.
De´monstration. — Gardons les notations de 8.5. Comme dans 8.5, il suf-
fit de de´montrer l’e´galite´ de traces 8.5.4
(8.7.1)
∑
n
(−1)ntr(σk′ , (L
n
κ)a˜) =
∑
n
(−1)ntr(σk′ , (L
n
H,st)a˜H ).
pour tout a˜H ∈ A˜
ani
H (k) d’image a˜ ∈ A˜
ani(k). D’apre`s 8.4.4, le membre de
gauche de 8.5.4 vaut
(P′a)
0(k)
∏
v∈|X−U |
♯ [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ
alors que le membre de droite vaut
qr
G
H(D)(P′a)
0(k)
∏
v∈|X−U |
♯ [MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k).
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En combinant 1.11.1, 8.2.5, on a l’e´galite´
[Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ = q
rGH,v(D)[MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k)
d’ou` 8.7.1.
8.8. Conjecture de Waldspurger. — Soient maintenant G1 et G2
deux X-sche´mas en groupes apparie´s au sens de 1.12.5. Supposons que
les centres de G1 et G2 ne contiennent pas de tores de´ploye´s au-dessus
de X = X ⊗k k¯.
8.8.1. — Soient f1 : M1 → A1 et f2 : M2 → A2 les fibrations de Hitchin
associe´es. Comme dans 4.16, on a
A = A1 = A2.
Soient P1 et P2 les A-champs de Picard associe´s a` G1 et G2. D’apre`s
4.16.1, il existe un homomorphisme P1 → P2 qui induit une isoge´nie
entre leurs composantes neutres.
The´ore`me 8.8.2. — Il existe un isomorphisme entre les simplifications
des faisceaux pervers gradue´s sur Aani
K1 =
⊕
n
pHn(f ani1,∗Qℓ)st et K2 =
⊕
n
pHn(f ani2,∗Qℓ)st.
La de´monstration de ce the´ore`me suit essentiellement les meˆmes e´tapes
que celle de 6.4.3. En particulier, on de´montrera en cours de route le
lemme fondamental non standard conjecture´ par Waldspurger 1.12.7.
8.8.3. — On de´montre d’abord qu’il existe un tel isomorphisme au-
dessus de l’ouvert A♦. Au-dessus de cet ouvert, les morphismes f1 et
f2 sont propres et lisses de sorte que les restrictions de K1 et K2 a` A
♦
sont des syste`mes locaux gradue´s. Pour de´montrer qu’il existe un iso-
morphisme entre leurs simplifications, il suffit d’apre`s le the´ore`me de
Chebotarev de de´montrer l’e´galite´ de traces
(8.8.4) tr(σk′ , K1,a) = tr(σk′, K2,a)
pour toute extension finie k′ de k et pour tout point a ∈ A♦(k′). En
remplac¸ant X par X ⊗k k
′, on peut supposer que k = k′.
8.8.5. — Soit a ∈ A♦(k). D’apre`s 4.6.6, on sait :
– Pi,a agit simplement transitivement sur Mi,a
LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGE`BRES DE LIE 187
– Pi,a est de la forme [Pi/Ai] ou` Pi est une extension d’un groupe fini
par une varie´te´ abe´lienne et ou` Ai est un groupe fini agissant trivialement
sur Pi.
Par conse´quent, le quotient [Mi,a/Pi] est isomorphe au classifiant du
groupe fini Ai. D’apre`s la formule des points fixes 8.1.6 et 8.1.7, on a
tr(σ,Ki,a) = ♯P
0
i (k).
Puisque P 01 et P
0
2 sont des varie´te´s abe´liennes isoge`nes sur k, ils ont le
meˆme nombre de k-points d’ou` l’e´galite´ des traces 8.8.4. Il existe donc
un isomorphisme entre les simplifications des restrictions de K1 et K2 a`
A♦.
8.8.6. — D’apre`s le the´ore`me du support 7.6.6, il existe un isomor-
phisme entre les semi-simplifications des restrictions de K1 et K2 a`
Agood = Aani −Abad.
8.8.7. — En proce´dant comme dans 8.6, on en de´duit le lemme fonda-
mental non standard conjecture´ par Waldspurger 1.12.7.
8.8.8. — En renversant de nouveau le processus local-global comme
dans 8.7, on en de´duit l’e´galite´ des traces 8.8.4 pour tout a ∈ Aani(k′)
pour toute extension finie k′ de k. On en de´duit le the´ore`me 8.8.2.
Appendice A
Dualite´ de Poincare´ et comptage de dimension d’apre`s
Goresky et MacPherson
Goresky et MacPherson ont observe´ que la dualite´ de Poincare´ im-
pose une contrainte sur la codimension de support des faisceaux pervers
simples pre´sents dans le the´ore`me de de´composition. Cette observation
a joue´ un roˆle crucial dans la de´monstration du the´ore`me du support. Il
nous semble qu’elle devrait avoir d’autres applications e´galement. Avec
leur permission, nous rappelons cet argument de comptage de dimension
et dualite´ de Poincare´ un contexte ge´ne´ral et sous la forme la plus simple
possible. En toute ge´ne´ralite´, cette contrainte est relativement faible mais
en pratique, elle fournit une amorce pre´cieuse a` l’aide de laquelle on peut
faire jouer d’autres arguments plus spe´cifiques.
Soient X et Y des sche´mas de type fini sur un corps fini k = Fq. Soit
f : X → Y un morphisme propre. Supposons de plus que X est un
k-sche´ma lisse. Alors, d’apre`s Deligne [16] l’image directe f∗Qℓ est un
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complexe pur. D’apre`s [6], il de´compose ge´ome´triquement comme une
somme directe de faisceaux pervers ge´ome´triquement irre´ductibles avec
de´calage. Il existe au-dessus de Y ⊗k k¯ un isomorphisme
f∗Qℓ =
⊕
(K,n)
K[−n]mK,n
ou` la somme directe est e´tendue sur l’ensemble des classes d’e´quivalence
des couples (K, n) constitue´ d’un faisceau pervers irre´ductible K sur
Y ⊗k k¯ et d’un entier n et ou`
mK,n := dimHom(K,
pHn(f∗Qℓ))
est un entier naturel nul sauf pour un nombre fini de couples (K, n). Un
faisceau pervers irre´ductible K est dit pre´sent dans f∗Qℓ s’il existe un
entier n tel que mK,n 6= 0.
La dualite´ de Poincare´ implique une syme´trie pour ces entiers mK,n.
Proposition 1. — Pour tout faisceau pervers ge´ome´triquement irre´-
ductible K sur Y , alors on a
mK,n+dim(X) = mDK,−n+dim(X)
ou` DK est le dual de Verdier de K.
Goresky et MacPherson ont observe´ que cette syme´trie impose une
contrainte sur la codimension des supports des faisceaux pervers ge´ome´-
triquement irre´ductibles K pre´sents dans f∗Qℓ.
The´ore`me 2. — Soient X et Y des sche´mas de type fini sur un corps k,
X est lisse sur k. Soit f : X → Y un morphisme propre. Supposons que
le morphisme f est de dimension relative d. Soit K un faisceau pervers
irre´ductible sur Y ⊗k k¯ pre´sent dans f∗Qℓ. Soit Z le support de K. Alors
on a l’ine´galite´
codim(Z) ≤ d.
De´monstration. — Supposons au contraire que codim(Z) > d. D’apre`s
la dualite´ de Poincare´ et quitte a` e´changer K et DK qui ont le meˆme
support, on peut supposer qu’il existe un entier n
n ≥ dim(X)
tel que mK,n 6= 0. D’apre`s [6], il existe un ouvert Z
′ de Z, un syste`me
local K ′ sur S tel que K = j!∗K
′[dim(Z)] ou` j est l’inclusion de l’ouvert
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Z ′ dans Z. Soit y un point ge´ome´trique de Z ′. La fibre de K en y est
alors un Qℓ-espace vectoriel place´ en degre´
− dim(Z) = − dim(Y ) + codim(Z).
La fibre de K[−n] en y e´tant un facteur direct RΓ(Xy,Qℓ), ceci implique
que
Hn−dim(Y )+codim(Z)(Xy) 6= 0.
Or, on a l’ine´galite´
n− dim(Y ) + codim(Z) > 2d
parce que n ≥ dim(X) et codim(Z) > d. Cette non annulation est en
contradiction avec l’hypothe`se que la fibre Xy est de dimension infe´rieure
ou e´gale a` d.
The´ore`me 3. — Mettons-nous sous les hypothe`ses du the´ore`me pre´-
ce´dent. Supposons en plus que les fibres de f sont ge´ome´triquement irre´-
ductibles de dimension d > 0. Soit K un faisceau pervers irre´ductible sur
Y ⊗k k¯ pre´sent dans f∗Qℓ. Soit Z le support de K. Alors on a l’ine´galite´
stricte
codim(Z) < d.
De´monstration. — Sous l’hypothe`se que les fibres de f sont irre´ductibles,
le faisceau de cohomologie de degre´ maximal 2d est le syste`me local
H2d(f∗Qℓ) = Qℓ(−d).
Conside´rons la de´composition de f∗Qℓ sur Y ⊗k k¯
f∗Qℓ =
⊕
(L,n)
L[−n]mL,n
ou` L parcourt l’ensemble des classes d’isomorphismes de faisceaux pervers
irre´ductibles sur Y ⊗k k¯ et n l’ensemble des entiers. Si mL,n 6= 0, alors
on a Hi(L[−n]) = 0 pour tout i > 2d et meˆme H2d(L[−n]) = 0 si L n’est
pas isomorphe a` Qℓ[dim(Y )].
Le meˆme argument que dans le the´ore`me pre´ce´dent montre que pour
tout faisceau pervers irre´ductible K sur Y ⊗k k¯ qui n’est pas isomorphe
a` Qℓ[dim(Y )] alors le support Z de K doit ve´rifier l’ine´galite´ stricte
codim(Z) < d. Bien entendu, si K est isomorphe a` Qℓ[− dim(Y )], son
support est Y tout entier et l’ine´galite´ est trivialement satisfaite.
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